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Abstract

Nei  portali  e-commerce  può  essere  particolarmente  comodo  per  il  consumatore 

esprimere  le  proprie  preferenze  in  termini  linguistici,  consentendo  così  un 

determinato grado di incertezza; un possibile approccio per consentire di esprimere e 

gestire tali preferenze consiste nell'uso della  fuzzy logic (logica sfocata). In questo 

elaborato si propone pertanto la progettazione di un recommender system per un sito 

di commercio elettronico basto su tale metodologia. La preferenza relativa a ciascun 

attributo  di  un  prodotto  viene  rappresentata  mediante  un  insieme  sfocato,  il  cui 

matching (abbinamento) con il valore dell'attributo nel mercato rappresenta il grado 

di preferenza di tale attributo. Un problema che sorge a questo punto è la valutazione 

complessiva del prodotto, che il sistema può calcolare aggregando le preferenze dei 

singoli  attributi.  A  tale  scopo  nel  presente  lavoro  si  utilizza  l'operatore  di 

aggregazione WOWA che, a differenza di altri metodi proposti nella letteratura (quali 

le misure non additive et al.), richiede un numero limitato di parametri da elicitare ed 

al contempo possiede una sufficiente capacità di rappresentazione delle preferenze. 

La metodologia proposta viene successivamente applicata ad un caso di studio, la 

simulazione di un recommeder system applicato ad un sito Internet di e-commerce. 
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Introduzione

Negli  ultimi  anni  lo  sviluppo  della  tecnologia  ha  determinato una  crescita 

esponenziale  della  quantità  di  informazioni disponibili  nella  rete  Internet.  Spesso 

tuttavia i  dati  ricavati  dalle  ricerche  sul  Web  risultano  essere  poco  significativi, 

comportando  un  maggiore  dispendio  di tempo  da  parte  degli  utenti  per  ottenere 

risultati utili.  Tale  scenario  ha  determinato la  nascita  di  sistemi,  denominati 

recommender  system, in  grado  di  filtrare  le  informazioni  disponibili  e  di fornire 

risultati personalizzati in base alle preferenze dei singoli individui.

Il recommender system proposto nell'elaborato si pone l'obiettivo di interpretare  il 

modo  in  cui il consumatore esprime  le  proprie  preferenze  nei  confronti  di  un 

prodotto. In un'ottica di marketing è possibile constatare che l'utente tende a valutare 

le caratteristiche di un prodotto in maniera vaga, approssimativa,  attraverso l'uso di 

termini linguistici (ad esempio “circa”, “la maggior parte” ecc.). Tale interpretazione 

comporta delle difficoltà nella traduzione in termini matematici della misura in cui un 

attributo di un prodotto soddisfa  un bisogno del  consumatore.  Ad esempio,  se un 

consumatore  desidera  acquistare  un'autovettura  di  cilindrata  pari  a  1200  cc,  è 

possibile che un'autovettura di cilindrata pari a 1100 cc possa soddisfare lo stesso il 

suo bisogno, ma in misura minore (variabile a seconda delle sue esigenze personali). 

Il  problema  consiste  nella  determinazione  del  grado  di  soddisfazione  dell'utente 

relativo  ad  un  prodotto  con  determinate  specifiche  tecniche,  che  si  discostano 

leggermente dalle sue preferenze.

Il  problema  di  cui  sopra  è  stato affrontato con  una  logica  in  grado  di  trattare 

l'incertezza,  ovvero  la  fuzzy  logic.  La logica  “sfocata”,  estensione  della  logica 

classica, è stata  concretizzata  nel 1965 dal professore dell'Università di Berkeley L. 

A. Zadeh ed è basata sulla teoria degli “insiemi sfocati”.

Il filo conduttore dei tre capitoli che compongono la  presente  tesi  consiste  pertanto 

nell'utilizzo della fuzzy logic per la gestione dei problemi derivanti dall'incertezza in 
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modo  flessibile,  tramite  un  approccio  approssimato  in  luogo  di un  costrutto 

matematico definito a priori.

Il primo capitolo introduce gli aspetti teorici della fuzzy logic, evidenziando in primis 

le differenze con la logica binaria; successivamente  la logica concretizzata da L. A. 

Zadeh  viene approfondita definendo i  concetti basilari  di  “fuzzy set” e  di  “regole 

fuzzy”, necessari per comprendere il funzionamento di un sistema inferenziale basato 

sulla fuzzy logic, in grado di emulare parzialmente il ragionamento umano. Il capitolo 

in questione si conclude con l'individuazione delle principali critiche mosse  da vari 

studiosi nei confronti di tale logica.

Il  secondo  capitolo  illustra  alcune  applicazioni  della  fuzzy  logic,  sottolineando  i 

possibili  usi  della  stessa  nei contesti economici ed,  in  particolare,  nella  sfera  del 

marketing.  In  seguito  all'introduzione  dei  concetti  di  sistema  esperto  fuzzy  e  di 

sistema  neuro-fuzzy, il  capitolo  propone un'applicazione  della  fuzzy  logic  per  la 

gestione del  ciclo di vita di  un prodotto  (aspetto  molto  importante  nell'analisi del 

marketing-mix) attraverso  il  confronto  di tre  scenari  diversi.  Il  modello  fuzzy 

presentato  è  in  grado  di  analizzare  in  termini  “sfocati”  la  specifica  situazione  di 

mercato in cui versa un determinato prodotto e  di indicare la strategia migliore che 

un'azienda dovrebbe seguire per massimizzare i profitti.

Il  terzo  capitolo  conclude  il  percorso  con  un'applicazione  di  un  modello  di 

recommender system. Si tratta di un sistema di filtraggio delle informazioni inglobato 

in un sito di e-commerce di materiale informatico, in grado di generare un elenco di 

prodotti  consigliati  all'utente in  base  alle  preferenze  espresse  da  quest'ultimo  in 

termini precisi  e/o vaghi (fuzzy). Tali preferenze relative agli attributi desiderati  dal 

consumatore nel prodotto ideale sono aggregate tramite un operatore con sufficiente 

capacità di rappresentazione delle stesse, ovvero l'operatore di aggregazione WOWA 

(Weighted Ordered Weighted Averaging, Torra V., 1997). Detto operatore combina le 

potenzialità della media pesata con le potenzialità dell'operatore OWA [Yager R. R., 

1988],  tenendo  conto  della  rilevanza  dei  criteri  e  della  rilevanza  dei  valori  da 

aggregare.

La  verifica  del  funzionamento  del  recommender  system è  stata  effettuata  su  30 

prodotti  con  differenti  specifiche  tecniche,  ovvero  tablet  elettronici  di  ultima 
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generazione.  Si  osserva comunque  che  lo  stesso  metodo  può  essere  applicato in 

portali  e-commerce  che  trattano  prodotti  di  diversa natura. Il  codice  sorgente 

dell'algoritmo è riportato nell'Appendice C.
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Capitolo 1

La fuzzy logic

Nel linguaggio comune spesso i concetti sono definiti in maniera approssimativa. La 

capacità dell'uomo di selezionare le informazioni maggiormente rilevanti  indica una 

tendenza  all'approssimazione,  la  quale  non  significa  inefficienza  ma  capacità  di 

elaborazione con dati imprecisi.  In una situazione reale infatti gli individui hanno a 

che fare spesso con un certo grado di incertezza; C. Von Altrock ne distingue due tipi: 

l'incertezza stocastica e l'incertezza lessicale1. 

L'incertezza stocastica si collega alla probabilità che un evento accada, ad esempio la 

probabilità che lanciando un dado esca il numero quattro; in  tal caso l'evento è ben 

definito  (estrazione  del  numero  quattro)  e  l'incertezza  è  definita  dal  grado  di 

probabilità (1/6) che venga estratto tale numero.

Il  secondo  tipo  di  incertezza  è  connaturato nel  linguaggio  umano  e  si  collega 

all'imprecisione  relativa alla definizione dei concetti.  Come esempio si consideri la 

frase: “Domani si prevede una giornata calda”; a seconda della diversa percezione 

della temperatura da parte di diversi individui, la valutazione che ne deriva non è solo 

estremamente soggettiva, ma anche molto variabile.  Ancora, si pensi alla frase: “I 

prezzi di quel negozio sono troppo alti”; in base a quali criteri è possibile definire 

“troppo  alto” un  prezzo  rispetto  alle  caratteristiche  del  prodotto?  L'incertezza 

lessicale,  legata  in  particolare  all'utilizzo  di  avverbi indefiniti  come “circa”, 

“abbastanza”,  “troppo” ecc.,  appartiene al  linguaggio quotidiano e gioca un ruolo 

fondamentale nel prendere decisioni razionali, a seguito di un ragionamento.

1 Bagnoli A., La misurazione economica sfocata. Dal numero alla parola. Strumenti per la gestione  
della complessità, Franco Angeli, Milano (2007).

1



La mente umana è piuttosto flessibile; conseguentemente, data una certa situazione, è 

in grado di approssimare e combinare le regole per ottenere risultati il più ottimizzati 

possibile. Gli esseri umani, a differenza delle macchine, non sono forzati a rispondere 

semplicemente “sì” o “no” ad una domanda; al contrario possono fornire una risposta 

imprecisa, ambigua.

La  logica  sfocata (fuzzy  logic) nasce  pertanto dall'esigenza  di  superare  la  logica 

binaria tipica dei calcolatori, nella quale solo due valori (0/1, negativo/positivo) sono 

ammessi;  tale  logica è  limitante  in  quanto  non lascia  spazio a  diverse  sfumature. 

Invece di  operare con  un set  crisp (netto, preciso)  di valori,  come bianco/nero,  la 

fuzzy logic mette a disposizione un set con varie gradazioni di grigio.

Sebbene il concetto di “insieme sfocato” fosse già stato intuito in passato da diversi 

celebri studiosi (tra i quali Cartesio e Einstein), la fuzzy  logic fu introdotta per la 

prima volta da Lofti A. Zadeh, professore  di Teoria dei  Sistemi  dell'Università di 

Berkeley (California) che nella rivista “Information and Control” del 1965 pubblicò il 

saggio “Fuzzy Sets” descrivendo una teoria in grado di superare i limiti della logica 

convenzionale. 
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1.1      I limiti della logica binaria

La  logica  binaria  (o  logica  crisp) è  la  disciplina  che  studia  la  correttezza  dei 

ragionamenti deduttivi; nata dalle idee di Parmenide ed Aristotele,  si basa sull'uso 

della  razionalità  attraverso  la  concatenazione  di  varie  proposizioni  per  mezzo  di 

operatori logici.  L'esito di tali composizioni è determinato indipendentemente dalla 

verità delle proposizioni; in altri termini la logica classica opera attraverso deduzione, 

pertanto non mette  in  dubbio  l'esattezza  degli  enunciati.  Questo comporta  alcune 

limitazioni, riconducibili alla mancata soluzione di un problema in caso di:

• incompletezza delle informazioni;

• ambiguità, ovvero possibilità di trovare più interpretazioni in una parola;

• casualità, imprevedibilità degli eventi futuri;

• imprecisione ovvero possibilità di errori anche marginali.

Inoltre la logica aristotelica, proprio per l'impossibilità di stabilire la verità o falsità di  

una proposizione, può generare facilmente dei paradossi, ovvero delle contraddizioni 

che non trovano soluzione. Un esempio classico è l'enunciato “Questa frase è falsa”: 

contenendo un riferimento a sé stesso, non riesce ad assumere un valore vero o falso 

senza che ci sia contraddizione (l'enunciato afferma che lo stesso è falso, ma ciò che 

dice  è  vero  quindi  l'enunciato  è  vero  allo  stesso  tempo).  Tale incoerenza  non  è 

accettabile nella logica binaria, che segue il principio di “non contraddizione” (se un 

elemento appartiene all'insieme  A, non può contemporaneamente appartenere anche 

all'insieme complemento); non presenta invece un problema per la logica fuzzy, dato 

che quest'ultima considera l'enunciato né vero né falso, bensì una mezza verità (50%) 

od analogamente una  mezza  falsità  (50%).  La  logica  sfocata permette  inoltre  di 

superare un altro limite della logica classica, ovvero il principio del “terzo escluso”2: 

ogni  elemento,  se  non appartiene  all'insieme  A,  deve  necessariamente  appartenere 

all'insieme complemento; una terza possibilità viene esclusa in partenza).

             A ∩ ¬ A=0                                                      A∪ ¬ A=1

Principio di non contraddizione                              Principio del terzo escluso

2 Pizzaleo  A.  G.,  Fuzzy  logic.  Come  insegneremo  alle  macchine  a  «ragionare  da  uomini», 
Castelvecchi, Roma (2004).
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1.2      La fuzzy logic

La  fuzzy  logic,  estensione  della  teoria  classica  dei  sistemi,  permette  la 

rappresentazione dei processi umani di decisione e  di  valutazione;  le caratteristiche 

principali che la distinguono sono:

• è polivalente, estensione della  logica booleana  (la quale distingue nettamente tra 

“appartenenza” e “non appartenenza” ad un insieme);

• è basata su giudizi vaghi, approssimativi (“piuttosto caldo”, anziché “esattamente 

35 gradi”);

• i  valori  di verità di una proposizione variano in un insieme continuo, da 0 a 1 

(estremi compresi).

Le variabili linguistiche  (ad  es. “età”, “altezza”, “temperatura” ecc.) utilizzate  nella 

fuzzy  logic per  descrivere un  insieme di  dati  della  stessa natura  sono definite  da 

termini linguistici quali  “giovane”, “alto”, “freddo”. Tali termini  giocano il ruolo di 

unità di  misura,  dato che è  complesso misurare attraverso una scala numerica dei 

concetti nati dal pensiero umano; ognuno di questi termini è associato ad un diverso 

insieme  fuzzy  (fuzzy  set) elementare.  Il  nome  di  un insieme sfocato è  quindi 

“un'etichetta  linguistica”:  esso  descrive  una  caratteristica  degli  elementi  inclusi 

nell'insieme  stesso.  Zadeh  nel  1973  osservò  infatti  che  gli  elementi  chiave  del 

pensiero umano non sono costituiti da numeri, bensì da etichette di insiemi fuzzy. Un 

fuzzy set non è altro che un insieme di elementi senza un confine ben definito tra gli 

elementi che ne fanno parte e gli elementi che non ne fanno parte, un'estensione del 

concetto di crisp set.

In un problema di natura finanziaria, ad esempio, una possibile variabile linguistica è 

il  termine “remunerazione”; per descrivere l'ammontare di quest'ultima  è possibile 

utilizzare attributi come “modesta”, “media”, “consistente”. D. Schwartz3 propone un 

raggruppamento  dei  termini  linguistici  intesi  come  attributi  essenzialmente  in  tre 

categorie, ovvero:

• quantità (tutto, maggior parte, circa metà, poco, niente);

3 Schwarz  D.  G.,  Dynamic  reasoning  with  qualified  syllogisms,  Artificial  Intelligence,  Vol.  93, 
Issues 1-2, pp. 103-167 (1997).
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• frequenza (sempre, frequentemente, spesso, occasionalmente, talvolta, mai);

• probabilità (certo, possibile, incerto, improbabile, impossibile).

Inoltre,  i  termini utilizzati  nella  fuzzy  logic possono  essere  raggruppati  in 

“quantificatori”  (ad  es. “molti,  alcuni,  raramente”),  “qualificatori”  (ad  es.  “vero”, 

“probabile”),  “modificatori”  (operatori  che  vengono  applicati  ai  qualificatori  per 

generare altri qualificatori,  ad es. “abbastanza”, “circa”) e “predicati  fuzzy” (ad  es. 

“giovane”, “ricco”)4.

La logica fuzzy ha riscosso, all'epoca della sua presentazione, successo immediato nei 

paesi  orientali  (Giappone  in  primis,  successivamente  anche in  Corea  ed in  Cina) 

piuttosto  che  nei  paesi  occidentali.  I  motivi  di  questo  successo  sono  in  parte 

riconducibili alla filosofia ed al pensiero dell'Estremo Oriente, che affondano le radici 

in  un  generale  rifiuto  di  separazione  netta  tra  ciò  che  è  razionale  e  ciò  che  è 

irrazionale. La  logica  fuzzy  è  stata  pertanto accolta  positivamente  nei paesi 

caratterizzati  da  cultura  ad  “alto  contesto”5,  insegnamenti  del  buddhismo  Zen, 

approccio  avanzato  alle  tecnologie  ed all'intelligenza  artificiale. Questo significa 

maggiore  tolleranza  sia  all'indeterminatezza  che  all'ambiguità  e maggiore 

accettazione di poche informazioni contenute nel linguaggio verbale.

Nel  1973  Zadeh  descrisse  meglio  la  sua  visione,  spiegando  cosa  intendeva  per 

“principio di incompatibilità”6: “La nostra capacità di fare considerazioni precise e  

significative  diminuisce  all'aumentare  della  complessità  del  sistema,  fino  ad  una  

certa soglia oltre la quale significatività e precisione sono mutualmente esclusive”. 

Con  questo,  Zadeh  intendeva sottolineare  l'esistenza  di  un  rapporto  inverso  tra 

complessità e precisione, riferendosi soprattutto ai costi ed ai tempi di realizzazione 

di sistemi complicati. 

4 Zadeh L. A.,  Fuzzy Sets, Fuzzy Logic,  and Fuzzy Systems: Selected Papers by Lofti A. Zadeh, 
World scientific, River Edge (1996). 

5 In antropologia, una cultura ad alto contesto si caratterizza per la presenza nel linguaggio comune 
di allusioni, parabole e proverbi, insieme alla tendenza di rispettare le distanze e ruoli tra individui 
in  situazioni  più  o  meno  formali.  Al  contrario,  nei  paesi  di  cultura  a  basso  contesto  la 
comunicazione  nei  rapporti  interpersonali  tende  ad  essere  diretta,  informale,  esplicita.  Fonte: 
Trevisani  D.,  Strategic  selling.  Psicologia  e  comunicazione  per  la  vendita  consulenziale  e  le  
negoziazioni complesse, Franco Angeli, Milano (2011).

6 Pizzaleo  A.  G.,  Fuzzy  logic.  Come  insegneremo  alle  macchine  a  «ragionare  da  uomini», 
Castelvecchi, Roma (2004).
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Per contro, le idee di Zadeh inizialmente furono accolte con freddezza negli Stati 

Uniti, dove la cultura a “basso contesto” ed un modo di pensare piuttosto diverso ne 

frenarono la diffusione. Bart Kosko7, professore statunitense di ingegneria ed allievo 

di  Zadeh,  nel  1993  sottolineò  la  differenza  tra  filosofia occidentale  e  filosofia 

orientale  piuttosto  chiaramente,  sostenendo  che  “La  logica  fuzzy  comincia  dove  

finisce la logica occidentale”.

Agli inizi degli anni novanta in Giappone e Corea le più importanti aziende industriali 

adottavano  la  fuzzy  logic:  tra  le  tante  si  possono  citare  Nissan,  Honda,  Subaru 

(automobili), Canon (macchine fotografiche, videocamere, fotocopiatrici), Samsung 

(televisioni, lavatrici), Toshiba (forni a microonde).  Molte sono state le applicazioni 

nell'ambito  della  robotica,  ad  esempio  per  migliorare  i  sensori  di  percezione 

rendendoli più flessibili all'analisi dell'ambiente circostante.

In generale,  gli  usi  più frequenti  della  logica  sfocata si riscontrano nei  sistemi di 

supporto  alle  decisioni  (scelta  tra  più  alternative  disponibili),  nelle  applicazioni 

bio-medicali e nel campo dell'automazione dei processi industriali. 

1.3      Gli insiemi fuzzy

Come già menzionato precedentemente, la rigidità e la precisione della logica binaria 

sono  in  contrasto con  la  flessibilità  e  l'imprecisione  che  fanno  parte  della  vita 

quotidiana. Per comprendere meglio il problema si consideri questo quesito: “Quanti 

anni  dovrebbe avere un uomo per  essere  considerato di  mezza età?”.  La  risposta 

evidentemente non è semplice, in quanto la definizione di “mezza età” non è univoca. 

Se si dovessero considerare di mezza età gli uomini che rientrano nel range 35-55 

anni, seguendo la logica binaria un uomo di 34 anni non dovrebbe essere considerato 

affatto di mezza età perché non rientra nel set convenzionale prestabilito (seppure per 

un solo anno). Nella realtà un uomo di 34 anni potrebbe essere considerato un uomo 

di mezza età, ma è anche vero che, rispetto ad egli, un uomo di 53 anni rientrerebbe 

più facilmente nella definizione. Questo perché, se si fissa arbitrariamente a 50 anni il 

punto in cui un uomo è in piena mezza età, l'uomo di 53 anni è più prossimo rispetto 

7     Kosko B., Fuzzy Thinking: The New Science of Fuzzy Logic, Hyperion Press, New York (1993).

6



all'uomo di 34 anni. Si dice in altri termini che il grado di appartenenza del primo è 

più alto rispetto a quello del secondo. La funzione di appartenenza μ(x) (membership 

function) viene definita in termini matematici come segue:

μF :U →[0,1]  

Un insieme generico F viene pertanto definito fuzzy se l'appartenenza ad esso di un 

elemento x1 ∈ U8 (insieme universo) può essere definita da un numero reale compreso 

tra 0 e 1, espressa anche in termini percentuali da 0 a 100%. L'appartenenza di x1 in F 

può variare in modo continuo, da nulla a totale. L'insieme di tutti gli insiemi fuzzy 

associati ad una variabile linguistica (“neonato”, “adolescente”, “adulto”, “anziano” 

ecc.) viene definito “Term set”; esso quindi descrive i termini linguistici utilizzati per 

descrivere gli insiemi fuzzy di una variabile.

Una variabile linguistica  è invece definita dagli elementi {x ,U ,T i=1...n ,μi=1...n (x )}

dove: 

• x è il nome della variabile ( “età”);

• U è il range della variabile, “universo del discorso”, od insieme di definizione (ad 

es. “0-110 anni”);

• Ti è il Term set della variabile (“neonato”, “adolescente”, “adulto”, “anziano”);

• μi è la funzione di appartenenza (membership function).

Un  elemento  di  una  variabile  linguistica  può  appartenere  a  più  insiemi  fuzzy 

contemporaneamente; spesso tuttavia questi ultimi vengono progettati in modo che un 

qualsiasi  elemento rientri  al  massimo  in  due  insiemi,  in  modo  da  semplificare 

l'interpretazione dei dati. 

8 Nella logica booleana la funzione di appartenenza corrisponde a  μF: U→ {0,1} dove l'elemento x1 

può appartenere ad U, x1 ∈ U oppure non appartenere ad U, x1 ∉ U.
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Un  fuzzy  set  può essere rappresentato  in un  piano cartesiano, in cui nell'asse delle 

ascisse si rappresenta l'universo del discorso della variabile presa in considerazione, 

mentre nell'asse delle ordinate si  rappresenta il grado di appartenenza,  interpretabile 

come il grado di verità dell'affermazione: “x appartiene all'insieme F”. Nell'esempio 

dell'età degli uomini descritto in precedenza, l'insieme fuzzy può essere rappresentato 

dalla funzione rappresentata nella Figura 1.1, analoga ad una densità di probabilità 

gaussiana.

L'area  compresa sotto la curva è definita insieme fuzzy;  dato un elemento  (l'età nel 

caso in esame), se la funzione di appartenenza all'insieme è 0 significa che esso non 

appartiene affatto al set, mentre se la funzione di appartenenza ammonta a 1 significa 

che l'elemento  appartiene  completamente al  set.  Di  conseguenza,  dato un termine 

linguistico,  il  valore che descrive meglio il  significato dello  stesso (valore tipico) 

corrisponde al grado 1 di appartenenza. E' agevole constatare che nella teoria classica 

degli insiemi i gradi possibili di appartenenza sono invece limitati agli estremi 0 e 1, 

senza valori intermedi.

Fra le membership function più utilizzate nella fuzzy  logic si possono ricordare  le 

funzioni triangolari e trapezoidali; nella Figura 1.2 sono riportate le rappresentazioni 

grafiche delle due funzioni lineari. 
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Fig. 1.1 - Fuzzy set.
Fonte: elaborazione personale.



Nella funzione di tipo  triangolare  il massimo valore di appartenenza (1) si trova in 

corrispondenza del vertice, mentre il valore minimo (0) si trova  agli estremi della 

base del triangolo. 

D'altro canto, la funzione trapezoidale contiene più informazioni, in quanto possiede 

un vertice in più; in corrispondenza di tutta la lunghezza della base minore si trova il 

valore  di  appartenenza  1.  Un  insieme  fuzzy  trapezoidale può  essere  scomposto 

geometricamente in diverse sezioni, ciascuna delle quali descrive diversi valori  μ di 

appartenenza: fuzzy set, supporto, nucleo, α-cut (Fig. 1.3).
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Fig. 1.3 - Nucleo, α-cut, supporto, fuzzy set.
Fonte: Veronesi M, Visioli A., Logica fuzzy: fondamenti  
teorici e applicazioni pratiche, Franco Angeli, Milano  

(2001).

Fig. 1.2 - Funzioni di appartenenza triangolari e trapezoidali.
Fonte: elaborazione Fuzzytech®.



In termini matematici:

nucleo(F) = {x ∣μ F( x)=1 }

α-cut(F)= {x ∣μ F( x)>α }

supporto(F)= {x ∣μF( x)>0 }

Fuzzy set F = {( x ,μF ( x )∣ x ϵU ,μF (x ):U →[0,1] )}

Dato un insieme fuzzy, viene definito altezza il più alto grado di appartenenza di un 

qualunque elemento contenuto nell'insieme stesso; se nell'insieme esiste almeno un 

elemento x1 tale che  μ(x1)=1, allora l'insieme fuzzy è chiamato normale.

Se il supporto di un insieme fuzzy F è costituito da un solo elemento, con grado di 

appartenenza associato μ=1, allora F è definito singleton, o fuzzy point.

Altre  due  tipologie di  membership function  lineari  utilizzate  frequentemente nella 

fuzzy  logic  corrispondono  alle  funzioni  “z-shaped”  e  “s-shaped”,  riportate  nella 

Figura 1.4. Tali funzioni sono utilizzate in particolar modo per rappresentare i termini 

linguistici collocati agli estremi, ovvero in prima ed ultima posizione.
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Fig. 1.4 - Funzioni di appartenenza z-shaped, s-shaped.
Fonte: elaborazione Fuzzytech®.



1.4      Operazioni con insiemi fuzzy

Le operazioni  fondamentali  della  teoria  classica  dei  sistemi  (unione,  intersezione, 

negazione,  implicazione) possono essere applicate anche nella logica fuzzy, sebbene 

debbano  essere  ridefinite in  quanto  il  sistema  di  riferimento  non  è  più  la logica 

booleana. Queste operazioni nella fuzzy logic sono definite attraverso le funzioni di 

appartenenza. 

1.4.1  Intersezione (AND)

Nella  logica  classica  l'operazione  di  intersezione,  indicata  con  il  simbolo  ∩, 

determina quali elementi hanno in comune due insiemi  A e  B.  Nella fuzzy  logic  la 

famiglia di operatori che implementano l'intersezione è chiamata norma triangolare o 

t-norm.

Per t-norm si intende una funzione di aggregazione T: [0,1]×[,1]→[0,1] che soddisfa 

le seguenti proprietà:

• commutatività: T(a, b) = T(b, a)

• identità: T(a, 1) = a   ∀ a  [0, 1]∈

• monotonia: se a ≤ c e b ≤ d allora T(a, b) ≤  T(c , d)   

• associatività: T(T(a , b), c) = T(A, T(b, c))

Una  t-norm  è  quindi  un  operatore  binario  in  grado  di tradurre  l'operazione  di 

intersezione (AND) in termini fuzzy;  dati gli insiemi  A e  B dell'universo  U, la loro 

intersezione  risulta  essere  un  sottoinsieme  di  U.  Di seguito  sono  riportati  alcuni 

esempi di norma triangolare e le rispettive membership function:

- Intersezione standard (Zadeh):

μA∧B=min {μ A ;μB }

- Prodotto algebrico:
μA∧B=μ A⋅μB

- Bounded Difference (logica a tre valori di Lukasiewicz):

μA∧B=max {0, μ A+μB−1}
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Applicando l'operatore intersezione standard  a due insiemi  A e  B,  l'insieme fuzzy 

risultante assume il valore minimo dei corrispondenti gradi di appartenenza (Fig. 1.5).

1.4.2   Unione (OR)

Nella logica classica,  l'unione di due insiemi  A e  B  indica che ogni elemento che 

appartiene  a  ciascuno  dei  due insiemi  è  incluso  nell'insieme  appartenenza;  tale 

operazione  viene  rappresentata con il simbolo .  ∪ Nella fuzzy  logic la famiglia di 

operatori che implementano l'intersezione è chiamata conorma triangolare o s-norm o 

t-conorm.

Per s-norm si intende una funzione di aggregazione T: [0,1]×[,1]→[0,1] che soddisfa 

le stesse proprietà di una t-norm:

• commutatività: T(a, b) = T(b, a)

• identità: T(a, 1) = a    ∀ a  [0, 1]∈

• monotonia: se a ≤ c e b ≤ d allora T(a, b) ≤  T(c , d)   

• associatività: T(T(a , b), c) = T(A, T(b, c))

Una s-norm è quindi un operatore binario in grado di tradurre l'operazione di unione 

(OR) in termini fuzzy;  dati gli insiemi  A e  B dell'universo  U, la loro  unione risulta 

essere  un  sottoinsieme di  U.  Di seguito  sono riportati  alcuni  esempi  di  conorma 
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Fig. 1.5 - Intersezione fuzzy.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli  

insiemi fuzzy e alla logica fuzzy.



triangolare e le rispettive membership function:

• Unione standard (Zadeh):

μA∨B=max {μA ;μ B }

• Somma algebrica:

μA∨B=μ A+μ B−μA⋅μ B

• Bounded Difference (logica a tre valori di Lukasiewicz):

μA∨B=1, min {1, μA+μB }

Applicando l'operatore unione standard a due insiemi A e B, l'insieme fuzzy risultante 

assume il valore massimo dei corrispondenti gradi di appartenenza (Fig. 1.6).

1.4.3  Negazione o complemento (NOT)

Dato un insieme A, la sua negazione è uguale al complemento ad uno del suo valore 

di  verità. Nella  logica booleana l'unione tra  un insieme  A ed il  suo complemento 

(indicato con Ac) è pari all'intero dominio e l'intersezione tra i due insiemi è nulla, in 

quanto i due insiemi si escludono a vicenda. Tale operazione di unione quindi non ha 

particolare  utilità  nella  logica  booleana e  viene  impiegata  essenzialmente  nella 

dimostrazione  pratica dei  principi  del  terzo  escluso  e  di  non  contraddizione. 

Diversamente,  nella  fuzzy  logic è  possibile  applicare  le  operazioni  di  unione  ed 
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Fig. 1.6 - Unione fuzzy.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli  

insiemi fuzzy e alla logica fuzzy.



intersezione tra un insieme fuzzy ed il suo complemento ad uno, ovvero è possibile 

superare alcuni limiti dell'approccio crisp (Fig. 1.7).

Il complemento fuzzy standard è corrisponde a:

μ¬ A=1−μA

Invalidità del principio del terzo escluso:

A∨ ¬ A≠x

Invalidità del principio di non contraddizione:

A∧ ¬ A≠0                                    

             

1.4.4  Implicazione

L'operatore implicazione rappresenta una relazione tra proposizioni (ad es. A e B); se 

la prima delle due è vera allora è vera anche la seconda. L'implicazione viene indicata 

con la struttura A → B. 

Dati due insiemi fuzzy  A e B, l'operatore implicazione fuzzy restituisce un insieme 

fuzzy bidimensionale con membership function corrispondente a:

μA→B=T (μA ,μB )

T corrisponde ad un operatore t-norm.

Le  implicazioni  fuzzy  sono  necessarie  per  effettuare  deduzioni  a  partire  da 

determinate ipotesi, pertanto per la costruzione delle regole fuzzy.
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Fig. 1.7 - Negazione fuzzy.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli insiemi  

fuzzy e alla logica fuzzy.



1.5      Le regole fuzzy

Un  sistema fuzzy standard  si  avvale di un insieme di  regole che,  in  base a certe 

premesse,  permette  di  arrivare  ad  una  conclusione,  ovvero  alla  formazione  di  un 

risultato specifico.  Le regole utilizzate nella fuzzy logic essenzialmente mettono in 

relazione  una  descrizione  in  termini  linguistici  di  una  determinata  situazione  con 

un'azione da svolgere, descritta anch'essa a parole.

Per  capire  la  composizione di  una  regola  fuzzy,  si  consideri  come  esempio  una 

procedura  per  l'impostazione  del  limite  di  velocità di  un'autovettura.  L'obiettivo 

consiste nella regolazione di una soglia di velocità in una strada extraurbana oltre alla 

quale  il  veicolo  non  può  procedere,  in  funzione  della  visibilità  esterna;  se  c'è 

sufficiente luce solare per una guida sicura la velocità sarà sostenuta, se viceversa la 

luce è scarsa od è buio la velocità sarà ridotta.  

Utilizzando valori crisp, un enunciato potrebbe essere formulato nel seguente modo:

“Ad un livello di luminosità minore o uguale a 10 lux9,

limitare la velocità a 70 km orari.”.

L'enunciato pone un limite di velocità di  70 chilometri orari quando il sole inizia a 

tramontare, ovvero la luminosità è pari o inferiore a 10 lux; tuttavia se la luminosità è 

leggermente  più  alta  (10,5 lux)  lo  stesso  limite  di  velocità  non è  più  valido  per 

l'autovettura che (in mancanza di altre regole) non è tenuta a rispettare alcun limite. 

Nella realtà la percezione della luce esterna da parte del guidatore rimane pressoché 

invariata in entrambi i casi ed è ragionevole che egli mantenga, se è un automobilista 

prudente,  una  velocità  attorno  a  70  chilometri  orari  od al  massimo  una  velocità 

leggermente superiore.

L'enunciato,  seguendo  la  logica sfocata e  quindi  sostituendo  i  valori  crisp di 

luminosità e velocità con termini linguistici, diventa una regola fuzzy,  ovvero una 

relazione tra due insiemi fuzzy:

“Se la luminosità è scarsa,

allora la velocità massima è moderata.”.

9 Il lux è l'unità di misura per il flusso luminoso del Sistema Internazionale.
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La relazione condizionale è formata da due proposizioni: la prima è identificata come 

antecedente, la seconda è identificata come conseguente. Grazie ai connettori “se” e 

“allora”  (“if”  e  “then”)  l'enunciato  assume la  connotazione di regola,  ovvero  una 

relazione tra due insiemi fuzzy; in questo caso l'operatore di implicazione permette di 

quantificare in  che misura deve essere  vera  la  preposizione conseguente,  dato un 

grado di verità di quella precedente.

Una regola fuzzy ha pertanto la seguente struttura di base:

“Se x1 è F1, allora y1 è G1.”.

Con  x1 si considera la variabile di input  di universo  U e  con  F1 l'insieme fuzzy  di 

entrata; con  y1 si identifica la variabile di output  di universo  V e con  G1 l'insieme 

fuzzy di uscita. 

I termini delle variabili linguistiche giocano un ruolo primario nella definizione delle 

regole  fuzzy,  in  quanto  permettono  di  ottenere  una  misura  approssimata  delle 

informazioni a disposizione;  sono  in senso  figurato il  “vocabolario” di un sistema 

sfocato.  Nella  maggior  parte  delle  applicazioni il numero  di  termini linguistici 

utilizzati è compreso tra 3 e 710; difatti gran parte dei concetti descritti nel linguaggio 

umano considerano almeno due estremi ed un punto  intermedio (ad  es.  “freddo”, 

“tiepido”, “caldo”),  e considerare più di sette termini andrebbe a contrastare con la 

memoria a breve termine usata dagli  individui per l'interpretazione di dati di questo 

tipo. In generale il numero di  termini linguistici è dispari,  per far sì che esista un 

valore collocato esattamente a metà tra i due estremi.

Per costruire una base di regole efficiente è necessario adottare alcuni accorgimenti:

• integrità:  è  sconsigliabile  lasciare  fuori  da  regole  una  particolare  regione 

dell'universo del discorso (range o dominio) di una variabile linguistica;

• essenzialità: assenza di regole ridondanti che appesantiscono il sistema;

• non contraddittorietà: le regole non devono contrastare tra loro.

10 Von Altrock C.,  Fuzzy logic & Neurofuzzy Applications in Business & Finance,  Prentice Hall, 
Upper Saddle River (1997).
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1.6      La realizzazione di un sistema di controllo fuzzy

Un sistema di controllo fuzzy  (Fig. 1.8)  mira ad emulare la conoscenza di persone 

esperte  di  un  determinato  settore,  ovvero  a raggiungere tramite  regole  fuzzy  un 

risultato  ottenibile a seguito  di un ragionamento umano.  Il sistema di controllo può 

essere configurato direttamente dall'utente (o dagli utenti), una volta definiti input ed 

output; per tale motivo spesso non sono necessarie conoscenze tecniche precise che 

invece sono propedeutiche nei tradizionali modelli matematici.

Esistono due principali modelli di controllo fuzzy: 

• il modello linguistico [Mamdani, 1976], costruito su regole fuzzy dove l'enunciato 

antecedente  e  conseguente  contengono entrambi  variabili linguistiche;  è  un 

modello  intuitivo  utilizzato in particolare nei sistemi di supporto alle decisioni, 

data la capacità di implementare conoscenza umana ed esperienza nel sistema11;

• il  modello  funzionale  [Sugeno, Tagagi,  1985], nel  quale  le regole  seguono un 

costrutto  formato  da variabili  linguistiche come  antecedenti  e  da funzioni 

matematiche  come  conseguenti;  tale  modello  è  ideale  per  la  risoluzione  di 

problemi di ottimizzazione, data l'alta efficacia computazionale.

I passaggi  basilari  per  progettare un sistema fuzzy standard  linguistico  a  partire da 

dati crisp, seguendo il modello di Mamdani, corrispondono a:

1) identificazione degli input, dei rispettivi intervalli di valori ed assegnazione delle 

variabili linguistiche appropriate;

2) identificazione degli output, dei rispettivi intervalli di valori ed assegnazione delle 

variabili linguistiche appropriate;

3) creazione  delle funzioni di  appartenenza  per  ciascun  input  ed  output  e 

fuzzificazione;

4) costruzione delle regole fondamentali per il sistema;

5) inferenza fuzzy;

6) traduzione degli output fuzzy in valori numerici (defuzzificazione);

11 Kamboj V., Kaur A.,  Comparison of Constant Sugeno-type and Mamdani-type Fuzzy Inference  
System for Load Sensor, International Journal of Soft Computing and Engineering, Vol. 3, Issue 2, 
pp. 204-213 (2013).
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7) verifica del modello.

1.6.1 Identificazione degli  input,  dei  rispettivi  intervalli  di  valori  ed 

assegnazione delle variabili linguistiche appropriate

La prima fase consiste  in un'analisi  dei  dati  di  input  rilevanti  per  il  sistema:  per 

ciascuna variabile d'ingresso, dopo aver esaminato il range di definizione, si ricavano 

vari intervalli  di  valori;  per  ogni  intervallo  si  assegna  una  variabile  linguistica 

appropriata, ovvero la denominazione dell'insieme fuzzy corrispondente. Ad esempio, 

in un problema di natura finanziaria, se una variabile d'ingresso corrisponde a “utile” 

e varia da 0 a 10.000 euro, possibili fuzzy set sono: “scarso” [0 – 3.000], “moderato” 

[2.000 - 7.000], “consistente” [6.000 – 10.000]. Come menzionato in precedenza, il 

numero di termini linguistici ottimale è compreso tra 3 e 7.

18

Fig. 1.8 – Struttura di un sistema fuzzy generico.
Fonte: Veronesi M, Visioli A., Logica fuzzy: fondamenti teorici e applicazioni pratiche,  

Franco Angeli, Milano (2001).



1.6.2  Identificazione degli  output,  dei  rispettivi  intervalli  di  valori  ed 

assegnazione delle variabili linguistiche appropriate

La seconda fase segue lo stesso procedimento della prima fase, applicato in tal caso 

alle variabili di uscita (output).

1.6.3 Creazione delle funzioni di appartenenza per ciascun input  ed output  e 

fuzzificazione

Nella  fase  di fuzzificazione  il  sistema considera i  valori  crisp  delle  variabili di 

ingresso e determina in che misura appartengono a ciascun fuzzy set. In altre parole il 

sistema determina, grazie alla costruzione della funzione di appartenenza, per ciascun 

input il grado di appartenenza a determinate classi, trasformandolo in misura fuzzy. 

Per  quanto  concerne  le  variabili  d'uscita  il  processo  è  limitato  (in  tale  fase)  alla 

creazione delle funzioni di appartenenza. 

Prima di procedere con la fuzzificazione occorre decidere che tipo di funzioni lineari 

di  appartenenza  adottare  e  come  costruirle.  Nel  caso  si  decida  di  utilizzare 

membership  function  di  tipo  triangolare,  si  esamina innanzitutto ciascun  termine 

linguistico e si  imposta il  valore  più tipico,  ovvero  il  valore  che meglio spiega il 

significato  linguistico  del  termine  stesso.  Ad  esempio,  nel  problema  di  natura 

finanziaria già menzionato,  è possibile fissare  un  utile “moderato” pari 5.000 euro: 

tale cifra  rappresenta idealmente il  concetto di  utile moderato.  Il valore più tipico 

corrisponde  ad  un  grado  di  appartenenza  μ pari  a  1,  mentre i  valori  estremi 

dell'insieme fuzzy denotano  un grado di appartenenza  μ pari a  0.  Il punto con  μ=1 

successivamente  va  unito  ai  punti  con  μ=0 tracciando  due rette  che  formano la 

funzione triangolare. 

È  possibile  individuare  il  valore  tipico  di  un  termine  linguistico in  un  intervallo 

piuttosto che in un singolo valore, come nel caso di funzioni trapezoidali; pertanto il 

grado  di  appartenenza  μ=1 corrisponde  in  tal  caso  ai  valori  compresi  nella base 

minore del trapezio.  Per  i  termini linguistici che  si trovano agli  estremi sinistro e 

destro  del  range  di  definizione  della  variabile  è  possibile  adoperare  funzioni 

“z-shaped” o “s-shaped”. 

Altri tipi di funzioni (analitiche, stocastiche e empiriche) possono essere adottati in un 
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modello fuzzy, seppure meno intuitivi rispetto alle funzioni triangolari o trapezoidali.

Due  funzioni possono  sovrapporsi  tra  loro  (a  prescindere  dalla  funzione  di 

appartenenza adottata), ma al fine di evitare risultati fuorvianti la sovrapposizione non 

dovrebbe  essere né troppo pronunciata  (prolungandosi oltre  gli estremi dell'insieme 

adiacente) né nulla.

Una volta costruite le funzioni di  appartenenza per tutte le variabili  di  ingresso  è 

possibile effettuare la fuzzificazione, ovvero convertire i valori crisp in valori fuzzy. 

Per ogni  valore crisp (x1,  ad esempio  2.500 euro) attribuibile ad una certa variabile 

linguistica  (ad  es.  “utile”),  si  controlla  in  che  misura  appartiene  a  ciascuno degli 

insiemi fuzzy della variabile linguistica  (scarso, moderato, consistente) in base alla 

membership function costruita in precedenza e si effettua la conversione. Nel caso in 

esame, il valore 2.500 corrisponde ad un valore di verità pari a: [0.3  0.2  0.0] (Fig. 

1.9).
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Fig. 1.9 - Grado di appartenenza membership function.
Fonte : elaborazione Fuzzytech®.



1.6.4  Costruzione delle regole fondamentali per il sistema

Il sistema di controllo fuzzy è basato su un insieme di enunciati che costituiscono le 

regole  fuzzy.  Tali enunciati  essenzialmente  codificano  il  valore  che  l'uscita  del 

sistema (indicata con y nella Figura 1.8) deve assumere, a seguito di una particolare 

combinazione  degli  input.  Si  forma  quindi  una  base  delle  regole  (o  base  di 

conoscenza umana) composta da più enunciati determinati in base ai risultati che si 

vogliono ottenere;  in linea generale, maggiore è il numero di regole utilizzate, più 

accurato  è  il  sistema.  Il  vantaggio  principale  della  creazione  delle  regole  con  un 

approccio fuzzy consiste nella comprensibile interpretazione delle stesse; in ogni caso 

è importante definire le regole coerentemente con i risultati che si desidera ottenere. 

Quando il  numero di  regole  necessarie è  eccessivamente  alto esse  possono essere 

suddivise  in  blocchi,  in  modo  da  semplificare  la  realizzazione  e  le  successive 

modifiche della base di conoscenza.

Le proposizioni antecedenti e conseguenti possono costituire combinazioni logiche di 

diversi  enunciati,  in particolar  modo le  antecedenti.  L'operatore AND permette  di 

combinare diverse condizioni (ad es. “se x1 è A e x2 è C, allora y è B”), considerando 

il  minimo  tra  i  diversi  gradi  di  appartenenza  nei  vari  fuzzy  set;  esso  è  l'unico 

operatore applicabile sia alla proposizione antecedente sia a quella conseguente. Gli 

altri operatori OR e NOT possono essere adoperati esclusivamente nelle proposizioni 

antecedenti.

Il successo di una regola fuzzy è strettamente correlato con il livello di fiducia della 

proposizione antecedente:  in  base ad  essi infatti  una  regola  può essere  scartata  o 

applicata.  Nel  primo caso  non esistono  le  condizioni  tali  per  cui  la  proposizione 

antecedente venga soddisfatta, pertanto la regola non viene tenuta in considerazione. 

Nel secondo caso la proposizione antecedente è soddisfatta e la regola viene applicata 

secondo un certo grado, in base al livello di fiducia della proposizione antecedente.

1.6.5  Inferenza fuzzy

Una volta ottenute le funzioni di appartenenza di ingresso per ciascuna regola per le 

antecedenti è  possibile,  grazie  alla  combinazione  con  le  conseguenti,  attivare  il 

meccanismo di applicazione della base di regole restituendo i valori “fuzzificati” che 
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andranno a determinare la funzione di appartenenza di uscita. L'inferenza infatti è il 

processo  che  emula la  conoscenza  umana  tramite  l''insieme  di  regole,  attivate 

contemporaneamente.  Come menzionato in precedenza, la struttura fondamentale di 

una regola R ha un forma del tipo “se x è A, allora y è B”, equivalente all'operatore 

implicazione fuzzy “A→B”.  La scelta della  funzione di implicazione  più adatta  al 

problema spetta  al  progettista;  in seguito si  riportano i  metodi  più utilizzati nella 

fuzzy logic:

• Implicazione con metodo del minimo [Mamdani]:

μA→B[ x , y ]=min(μA(x) ,μB ( y))

• Implicazione con metodo del prodotto algebrico [Larsen]:

 μA→B[ x , y ]=μA(x )⋅μB( y )

La scelta  del  metodo più  adatto  da  applicare  dipende  soprattutto  dalla  natura  del 

modello  fuzzy e dal contesto.  In genere l'implicazione con metodo del prodotto è 

adatta ai modelli informativi, dato che tende a conservare più informazioni rispetto al 

metodo  del  minimo  grazie  all'uso  di  valori  continui  (ad  esempio  un  modello 

matematico  di  approssimazione).  D'altra  parte  alcuni  studiosi12 sostengono  che  il 

metodo del minimo si adatti  meglio ai modelli fuzzy di business (ad esempio  per 

modelli di gestione del rischio finanziario).

Ogni  regola  linguistica attraverso  l'inferenza  crea  dei  fuzzy  subset,  ovvero  dei 

sottoinsiemi che formano numerosi output  (ad esempio un output fuzzy  b1 fornito 

dalla regola numero 1 in corrispondenza degli input a11, a12 ; un secondo output fuzzy 

b2 fornito dalla regola numero 2 in corrispondenza degli input a21, a22, e così via;  si 

veda la Figura 1.10).  In entrambi i casi il risultato sarà costituito da sottoinsiemi da 

combinare tra loro, attraverso gli operatori di composizione:

• Unione (max-min, metodo associato all'inferenza con metodo del minimo) di tutti 

gli  insiemi  fuzzy delle  variabili  di  uscita,  quindi  la  sovrapposizione di  tutte  le 

funzioni di appartenenza troncate (massimo);

12 Graham I., Jones P. L.,  Expert Systems: Knowledge, Uncertainty and Decision,   Chapman and 
Hall, London (1998).
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• Somma  algebrica (max-product,  metodo  associato  all'inferenza  prodotto)  delle 

funzioni di appartenenza degli insiemi delle variabili di uscita.

Utilizzando  gli  operatori  di  composizione si  ottiene  di  conseguenza il  risultato 

dell'applicazione  delle  regole,  ovvero  un  insieme  d'uscita;  tale  insieme  è ancora 

sfocato e deve essere “defuzzificato”, ovvero convertito in valori crisp.

1.6.6  Traduzione degli output fuzzy in valori numerici (defuzzificazione)

“Defuzzificare”  significa  trovare  il valore  significativo  che  meglio  rappresenta 

l'insieme fuzzy,  dato che la forma fuzzy d'uscita ottenuta in seguito all'inferenza è 
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Fig. 1.10 – Metodo di inferenza max-min.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli insiemi fuzzy e alla logica fuzzy.



essenzialmente una rappresentazione che non restituisce informazioni utili.

Esistono vari criteri per tradurre i dati risultanti dalle regole fuzzy in valori crisp; 

alcuni  tra  i  più  utilizzati  sono:  metodo  del  baricentro,  metodo  della  media  dei 

massimi, metodo della media pesata dei centri [Driankow et al., 1993].

Metodo del baricentro

Il  metodo del  baricentro  (detto  anche centro  dell'area  o centro  di  gravità)  è  tra  i 

metodi più diffusi nella fuzzy logic e  consiste nel determinare il valore dell'uscita 

come ascissa del centro di gravità (o dell'area) dell'insieme fuzzy della variabile di 

output,  tagliando superiormente la funzione di appartenenza in corrispondenza del 

grado di attivazione (Fig. 1.11).

Se l'universo del discorso di y è discreto, il baricentro si calcola applicando la 

seguente formula:

youtput=

∑
i=1

n

y i⋅μ B( y i)

∑
i=1

n

μB ( y i)

Nel caso di funzioni di appartenenza singleton il metodo del baricentro corrisponde al 

metodo  del  centro  dei  massimi,  detto  anche  metodo  delle  altezze.  Il  centro  dei 

massimi non è altro che il punto a metà tra il più grande e più piccolo valore di y in 
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Fig. 1.11 - Metodo del baricentro.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli insiemi  

fuzzy e alla logica fuzzy.



cui  la  funzione  caratteristica  assume  il  suo  valore  tipico,  ovvero  è  massimizzata 

(μ=1). Il metodo del centro dei massimi è usato nei casi in cui è desiderato il miglior 

compromesso possibile dal sistema: il risultato dell'inferenza è infatti bilanciato.

Metodo della media dei massimi

Il metodo della media dei massimi (Fig. 1.12) si applica ricavando l'output dal valore 

medio in corrispondenza dei valori di y dove l'altezza è massima. Rispetto al metodo 

del centro dei massimi, la media dei massimi estrapola il più plausibile risultato dal 

sistema,  ovvero  seleziona  il  valore  tipico  per  cui  il  termine  di  output  è  valido. 

Indicando con yj  i punti per cui la funzione  μB(y) è massima e con m la somma di tali 

punti, la formula risulta essere:

youtput=
∑
j=1

m

y j

m

Metodo della media pesata dei centri

Il metodo della media pesata dei centri viene adoperato con funzioni di appartenenza 

simmetriche;  il  valore  crisp  d'uscita  è  ottenuto  dal  rapporto  tra  la  sommatoria 

ponderata  dei  centri  degli  insiemi  fuzzy  di  uscita e  la  sommatoria  stessa  (non 

ponderata).  I  pesi  sono  ricavati  dai  valori  massimi  delle  varie  funzioni  di 

appartenenza (Fig. 1.13).
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Fig. 1.12 - Metodo della media dei massimi.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli insiemi  

fuzzy e alla logica fuzzy.



Indicando con μ
bi
 il grado di appartenenza e con yi i pesi, la formula risulta essere:

youtput=
∑μbi

⋅ ȳ i

∑μbi

A prescindere dal metodo  adoperato, il risultato di una regola fuzzy corrisponde al 

valore di output che risulta essere crisp, ovvero che è stato “defuzzificato”,  messo a 

fuoco. In genere quando si opera con dati quantitativi (ad esempio in un problema di 

controllo di budget) il metodo del baricentro è preferibile; il metodo della media dei 

massimi d'altronde ha resa migliore con dati qualitativi (ad esempio in un problema di 

segmentazione di un insieme di consumatori13).

Si ricorda che nel caso di variabili di input od output che  sono già “linguistiche in 

natura”,  le  operazioni di fuzzificazione  e defuzzificazione si  possono omettere,  in 

quanto tali variabili sono caratterizzate da numeri fuzzy. 

1.6.7  Verifica del modello

Una volta completate le fasi precedenti il sistema di controllo fuzzy viene sottoposto 

ad alcuni test; si applica pertanto una simulazione per far emergere eventuali errori di 

programmazione. Un'operazione di “fine tuning” (ovvero di regolazione accurata) 

può essere utile per rafforzare il modello, in particolare per quanto concerne la stesura 

della base di regole e delle funzioni di appartenenza.

13 Von Altrock C.,  Fuzzy logic & Neurofuzzy Applications in Business & Finance,  Prentice Hall, 
Upper Saddle River (1997).
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Fig. 1.13 - Metodo della media pesata dei centri.
Fonte: Lazzerini B., Introduzione agli insiemi  

fuzzy e alla logica fuzzy



1.7      Critiche alla teoria fuzzy

La  fuzzy  logic  al  momento  della  presentazione non fu  esente  da  critiche:  diversi 

studiosi all'epoca si chiesero se ci fosse realmente bisogno di una logica di questo 

tipo. R. E. Kalman (1972)14 criticò la teoria di Zadeh definendola  “Una specie di  

permissivismo  scientifico”,  che  difetta  di  un  metodo  di  osservazione  ed analisi 

scientifiche. W. Kahan nel 1975 commentò: “Ciò di cui abbiamo bisogno è maggiore  

pensiero  logico,  non  minore.  Il  pericolo  della  teoria  fuzzy  consisterà  

nell'incoraggiare quel tipo di pensiero impreciso che ci ha causato tanti problemi con  

l'odierna  tecnologia”,  sostenendo  che  all'epoca  la  complessità  di  programmare  i 

computer non era dovuta alla loro ferrea logica binaria, ma all'ambivalenza umana. 

Ancora, il professor D. Lindley commentò la logica fuzzy dichiarando quanto segue: 

“L'unica  descrizione  soddisfacente  dell'incertezza  è  data  dalla  probabilità  […];  

qualsiasi cosa che possa essere risolta con la logica fuzzy, le funzioni di credibilità,  

[…] o qualsiasi altra alternativa alla probabilità, può essere risolta meglio con la  

probabilità.”

In  verità molte  critiche  furono mosse  nei  confronti  della fuzzy  logic per  quanto 

concerne la somiglianza con la teoria delle probabilità: entrambe infatti dispongono di 

un range che varia tra zero e uno ed entrambe sono basate sull'incertezza. In realtà i 

due  concetti,  fa  notare  Zadeh,  sono  diversi  in  quanto  diversa  è  la  natura 

dell'incertezza.  Nel  caso  della  teoria  delle  probabilità  l'incertezza  è  dovuta  alla 

casualità, ovvero all'incapacità di prevedere il futuro ed opera in condizioni in cui la 

possibilità che un evento si verifichi è nota a priori (nell'esempio di un lancio di un 

dado, è dato per certo che un solo numero può essere estratto, dall'uno al sei); l'evento 

inoltre è casuale e bivalente (l'esito può essere positivo o negativo). La logica fuzzy, 

per contro, è in grado di operare con informazioni basate sulle percezioni,  su eventi 

che accadono in una certa misura. Ad esempio,  se si  considera un'urna  con  venti 

palline di diversa dimensione, estraendo una pallina è possibile valutare (con la fuzzy 

logic) in modo soggettivo se è grande o piccola  in base alla percezione umana di 

dimensione ridotta. Viceversa non è possibile calcolare la probabilità che esca una 

14 Zadeh L. A.,  My Life and Work - A Retrospective, Applied and Computational Mathematics, Vol. 
10, No. 1, Special Issue, pp. 4-9 (2011).
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pallina piccola in quanto non è chiaro (o  non è  determinabile  a priori in maniera 

assoluta) il numero di palline piccole contenute nella scatola. 

Altre critiche sulla fuzzy logic, mosse soprattutto ai tempi dell'introduzione, misero in 

dubbio l'affidabilità e l'applicabilità della stessa; ad esempio venne puntualizzato che 

sviluppare un modello a  partire  da  un sistema fuzzy può risultare  ostico  in  certe 

circostanze,  sia  per  la  difficoltà  di  progettazione,  sia per  il  maggior  numero  di 

simulazioni e test richiesti. Nel corso dell'elaborato si  discuteranno i motivi per cui, 

grazie allo sviluppo di tecnologie sempre più sofisticate, al giorno d'oggi l'approccio 

sfocato rappresenti  una valida soluzione in diversi  ambiti  scientifici-economici.  E' 

importante  specificare  che  sebbene  l'oggetto  della  fuzzy  logic sia  l'incertezza,  la 

teoria non è affatto “sfocata” od incerta: si tratta di una teoria matematica, che tratta 

l'ambiguità  con l'ausilio di un metodo scientifico15.  L'aggettivo fuzzy letteralmente 

significa  sfocato, ma non è riferito ad un sistema incerto od aleatorio,  bensì ad una 

particolare terminologia usata  spesso dall'uomo nel linguaggio quotidiano;  ancora, 

l'aggettivo  fuzzy  è  associabile  all'incertezza  non  stocastica,  la  quale  può  essere 

rappresentata in forma matematica in quanto misura quantitativa.

15 Mukaidono M., Fuzzy logic for beginners, World Scientific, Singapore (2001).
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Capitolo 2

Modelli fuzzy ed applicazioni

La  prima applicazione  ufficiale dei fuzzy set è riconducibile all'anno  1974,  quando 

l'ingegnere E. Mamdani  e  lo studente S. Assilian realizzarono in Gran Bretagna un 

controllore fuzzy per una macchina a vapore. Da allora la fuzzy logic si è sviluppata 

in  diversi  settori, i  principali sono: meccanica  ed ingegneria,  informatica,  medicina, 

economia  e  finanza,  planning  urbano  e trasporti.  Nella  Tabella  2.1  vengono 

brevemente riportati alcuni esempi di applicazioni della fuzzy logic in tali settori.
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Tab. 2.1 – Esempi di applicazioni della fuzzy logic.

Ingegneria

Cambio automatico 

dell'automobile

Scelta del rapporto di cambio in base alle condizioni 

stradali, carico del motore ed altri parametri

Controllo Impianti 

industriali

Controllore fuzzy di un forno a ventilazione forzata 

per evitare il surriscaldamento

Mano artificiale
Regolazione della forza esercitata dall'arto artificiale 

in base alla conformazione dell'oggetto impugnato

Informatica

Motori di ricerca 
Interpretazione delle ricerche in Internet dell'utente ed 

ottimizzazione delle keywords

Riconoscimento 

fonetico e dei caratteri  

Traduzione delle parole pronunciate e scritte 

dall'utente in bit

Compressione di dati 

ed immagini
Riduzione ottimizzata del peso di file

Medicina

Diagnostica medica
Formulazione di diagnosi in base a diversi sintomi 

accusati dal paziente 

Cardiologia
Regolatore analogico fuzzy per pacemaker 

auto-adattabile al paziente

Economia e 
finanza

Gestione azioni 

finanziarie 

Gestione del portafoglio delle azioni in base 

all'andamento economico

Previsioni finanziarie Previsione del tasso di cambio yen/dollaro

Trasporti Metropolitana
Sistema di controllo di frenata della metropolitana di 

Sendai (Giappone)

Fonte: elaborazione personale.

Sebbene  la  fuzzy logic sia stata  maggiormente applicata  nell'ambito ingegneristico 

piuttosto  che  negli  ambiti  business/finanziario,  in  questi  ultimi  esiste  un  grande 

potenziale di  sviluppo.  La maggior parte dei  sistemi economici è  infatti  di  natura 

complessa,  in particolare nei casi in cui l'alta interazione tra  diverse variabili  crea 

dipendenze  non lineari  e  non facilmente  misurabili  in  termini  precisi.  Tramite  la 

fuzzy logic è possibile costruire modelli maggiormente vicini alla realtà, ovvero che 

modelli tengono conto della vaghezza e dell'incertezza nel Decision Making. 
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Gli esperti di business e di management dividono i problemi risolvibili tramite fuzzy 

logic in diverse categorie16:

• prescrittivi:  problemi che riguardano una  specifica  decisione  affinché sussista un 

determinato stato  di  cose, ad  esempio  la  definizione  del numero  ottimale  di 

commessi da impiegare a seconda di quanti consumatori visitano un punto vendita 

nelle diverse ore del giorno;

• descrittivi:  problemi  che derivano da una generalizzazione empirica  della realtà 

oppure da  una  deduzione  matematica (per  descrivere  lo  stato  delle  cose),  ad 

esempio la gestione delle code in orari  di sovraffollamento e la prevenzione di 

formazione di colli di bottiglia;

• di  ottimizzazione:  problemi  che  sorgono  dalla  necessità  di incrementare  le 

prestazioni di un sistema in base a criteri stabiliti, ad esempio stabilire il numero 

ottimale di clienti serviti in un'ora;

• di  satisficing:  in  seguito  all'applicazione  di  una  o  più  restrizioni,  risolvere  un 

problema di satisficing significa soddisfare dei criteri di adeguatezza, ricavando la 

soluzione migliore;  ad esempio determinare il  massimo numero di consumatori 

che possono essere serviti in un'ora di sovraffollamento e con personale limitato;

• di  predizione:  un  sistema  predittivo  è  basato  sull'analisi di  serie  storiche e/o 

temporali  per la previsione di risultati futuri;  ad esempio stimare quali  prodotti 

potrebbe acquistare  un cliente  in  relazione  ai  prodotti  già  acquistati  da  egli  in 

passato.

16 McNeill F. M., Thro E., Fuzzy Logic: A Practical Approach, Academic Press, London (1994).
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2.1      Sistemi esperti, controllore fuzzy, reti neuro-fuzzy

2.1.1  Sistemi esperti

I  sistemi  esperti  sono  dei  sistemi  artificiali  ideati  per  ragionare  attraverso  la 

conoscenza per risolvere problemi complessi con metodi il più vicino possibile al 

ragionamento  umano.  L'aggettivo  “esperto”  indica la focalizzazione in  un  unico 

ambito, come se un operatore umano si concentrasse sul campo che conosce meglio. 

Tale tipo di sistemi, specialmente negli anni ottanta, ha costituito le fondamenta per la 

realizzazione  di  computer  dotati  di  intelligenza  artificiale,  in  grado  di  risolvere 

problemi che fino ad allora erano risolvibili solo con il pensiero umano. 

Un sistema esperto è formato essenzialmente da tre livelli:

• base di  conoscenza:  l'insieme dei dati  dell'ambito di  analisi,  ogni informazione 

utile per risolvere il problema;

• motore inferenziale:  l'insieme di regole simile al sistema di regole fuzzy, quindi 

con una struttura base del tipo “Se x è A, allora y è B.”;

• interfaccia con l'utente:  il  dispositivo che permette l'interazione tra  macchina e 

utente.

Già  dalle  prime  applicazioni  dei  sistemi  esperti  (ad  es.  sistema  diagnostico  per 

malattie  infettive)  i  progettisti  si  resero  conto  di  quanto l'emulazione  del 

ragionamento umano fosse complessa ed onerosa, dato che la traduzione delle regole 

richiedeva  un  grande  sforzo  da  parte  dell'ingegnere  ed il  trasferimento  delle 

conoscenze empiriche risultava  piuttosto macchinoso. Per risolvere  tali problemi si 

optò per macchine in grado di organizzarsi automaticamente in base agli input forniti, 

più flessibili e con costi e tempi di realizzazione ridotti. Si assistette quindi all'utilizzo 

delle logiche dei sistemi esperti  nei sistemi fuzzy e nelle reti neurali,  creando dei 

modelli sempre più efficienti ed interpretabili dotati di intelligenza artificiale.

2.1.2  Controllore fuzzy

Il  controllo di un sistema consiste nella  regolazione dello stesso per far sì  che si 

comporti in un determinato modo; l'applicazione non riguarda unicamente i processi 
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industriali,  ma  anche  ambiti  meccanici,  biologici,  socio-economici.  In  linea  di 

massima, quando si intende progettare un sistema di controllo con l'ausilio della fuzzy 

logic, si cerca di stabilire un insieme di valori di riferimento per un determinato tipo 

di  variabili  da controllare,  mentre  ad un altro tipo di  variabili  (dette  di  controllo) 

vengono attribuiti  altri valori legati alle azioni da svolgere nel processo.  Il compito 

del controllore consiste fondamentalmente nell'attribuzione del valore più adatto alle 

variabili  di  controllo  in  base  alle  informazioni  a  disposizione,  per  far  sì  che  le 

variabili controllate assumano i valori desiderati. L'approccio fuzzy in tale caso trova 

campo per fronteggiare l'incertezza, l'imprevidibilità ed i disturbi di varia natura che 

possono  verificarsi  nel  sistema  e  grazie  al  meccanismo  del  feedback  cerca  di 

correggere  gli errori,  evitandone (se  possibile) la  formazione.  Caratteristica 

importante  del  controllo  fuzzy  è  l'assenza  di  una  modellizzazione  matematica,  in 

quanto basato su descrizioni linguistiche effettuate dall'operatore umano.

Il controllo fuzzy è fondamentalmente un'applicazione di inferenza e l'elemento che 

distingue l'inferenza  fuzzy dal  controllo  fuzzy è  il  valore  dell'output:  nella  prima 

vengono  processati  i  valori  crisp  di  input   per  generare  insiemi  fuzzy  di  output, 

mentre nel secondo l'output non è costituito da un set, ma  da  un valore singolo.  Il 

controllo fuzzy generalmente opera con input multipli,  di conseguenza nella fase di 

costruzione delle regole si utilizza solitamente l'operatore AND.

2.1.3  Reti neurali

Una rete neurale è un modello matematico basato sulla riproduzione artificiale  del 

funzionamento  dei  neuroni  degli  esseri  viventi,  che  permettono  di  esercitare 

l'intelligenza.  Il  sistema  nervoso  umano  è  infatti  in  grado  di  recepire  input 

dall'esterno,  indirizzare messaggi  ed  emettere  output  istantaneamente  grazie  alla 

presenza di più di cento miliardi di neuroni che formano la materia grigia, ovvero 

speciali  unità  computazionali.  I  primi  esperimenti  per  ricreare  artificialmente  la 

struttura  neurale  risalgono al  1943  [McCulloch  e  Pitts],  ma  l'applicazione  più 

ragguardevole  è  attribuita  a  F.  Rosenblatt,  che  nel  1958  realizza  il  modello 

“Percepton”, in grado di riconoscere e classificare forme di vario tipo. Nel cosiddetto 

modello “Percettrone multistrato” la rete neurale imita il comportamento delle cellule 
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celebrali umane  (chiaramente si tratta di una mera approssimazione dato che non è 

possibile  replicare  integralmente un  singolo  neurone  umano). Le caratteristiche 

principali di tale modello sono: 

• la  capacità  di  assimilare  le  relazioni  tra  i  dati  senza  avvalersi  di  algoritmi 

complessi, in grado di approssimare informazioni e trattando anche dati incompleti 

od errati;

• è in grado di operare efficacemente nei sistemi di soft computing (tecniche che nel 

campo informatico trattano l'imprecisione per la risoluzione di problemi);

• utilizza un approccio a scatola nera, ovvero non è possibile verificare o modificare 

ciò che avviene nel cuore del processo.

In altre parole le reti neurali sono capaci di organizzarsi autonomamente, simulando 

l'attività celebrale umana. È facile comprendere come  tale metodo  di calcolo  abbia 

diverse  proprietà  in  comune  con  i  sistemi  fuzzy  e  che  non  abbia  necessità  di 

programmazione,  bensì  venga  costruito  grazie  all'analisi  di  un  grande  numero  di 

esempi.  La  capacità  di  apprendimento  tipica  dei  sistemi  neurali  ha  trovato 

applicazione  non  solo  nella  biologia,  nell'elettronica  e  nell'informatica,  ma  anche 

nella finanza e nei sistemi di supporto alle decisioni.

La  struttura  tipica  di  un  neurone  artificiale  (Fig.  2.1), tratta  dalla  descrizione 

biologica, è formata da:

• rami che trasmettono segnali d'ingresso (x1, x2, …, xn) al corpo cellulare, di diverso 

peso ciascuno (w1, w2, …, wn);

• nucleo  o  centro  dell'elaborazione  dei  dati,  dove  viene  costruita  la  funzione  di 

attivazione f(.);

• una diramazione che, partendo dal nucleo, trasmette il risultato dell'elaborazione 

(yp), ovvero l'uscita di un neurone ad altri neuroni, grazie alla sinapsi.

Il risultato dell'elaborazione corrisponde alla sommatoria dei prodotti tra i segnali di 

ingresso ed i corrispondenti pesi,  maggiorata da una soglia  b0.   Se la sommatoria è 

positiva  la  sinapsi  si  definisce “eccitatoria”,  se  viceversa  è  negativa  la  sinapsi  si 
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definisce “inibitoria”. 

In breve, ciascun neurone processa i segnali di input per trasformarli in output, i quali 

si collegano ad altri neuroni presenti  in strati  intermedi; l'ultimo strato contiene il  

risultato dell'elaborazione, ovvero il segnale di uscita.

2.1.4  Reti neuro-fuzzy

Nella  fase di creazione di un  modello di controllo  fuzzy non è raro imbattersi  in 

situazioni  tali  per  cui  il  progettista  non  conosca a  fondo  un  sistema e  debba 

migliorarne il funzionamento; per perseguire tale scopo è utile costruire un algoritmo 

adattivo,  ovvero in grado di migliorare il  controllo del sistema in base agli  effetti 

delle azioni precedenti. Una rete neuro-fuzzy è definita come una rete neurale con una 

struttura di tipo fuzzy, che ben si presta all'interpretazione da parte dell'utente e riduce 

la complessità del modello grazie all'apprendimento. Uno dei limiti dei modelli fuzzy 

corrisponde alla complessità della creazione della base delle regole in caso di elevato 

numero  di  parametri;  le  reti  neuro-fuzzy,  riuscendo  a  gestire  dataset  di  grande 

dimensione, rappresentano una  possibile soluzione  a  tale problema.  Le reti neurali 

hanno  invero  alcune limitazioni: oltre ad adottare l'approccio “a scatola nera”  ed a 

non  essere  pertanto leggibili,  lo  sforzo  computazionale  richiesto  per  determinate 

operazioni può risultare estremamente complesso (si pensi al controllo di un prodotto 

di massa), al punto da diventare proibitivo; a questo si aggiunge l'assenza di un modo 

semplice  per  verificare  la  correttezza  dei  parametri  e  del  modello  stesso.  Le  reti 
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Fig. 2.1 - Neurone artificiale.
Fonte: Veronesi M, Visioli A., Logica fuzzy: fondamenti  
teorici e applicazioni pratiche, Franco Angeli, Milano  

(2001).



neuro-fuzzy si sottraggono a tali svantaggi combinando in un sistema ibrido i punti di 

forza dei due strumenti (rete neurale e fuzzy logic), conseguentemente combinano le 

capacità di apprendimento da grandi dataset e la semplicità di interpretazione e  di 

verifica  grazie  all'approccio  sfocato.  Tale sistema viene definito  ANFIS (Adaptive  

Neuro-Fuzzy Inference System), [Zimmermann 1991, Jang 1993].

 

La  struttura  di  una  rete  neuro-fuzzy (Fig. 2.2)  si  presenta  come una rete  neurale 

artificiale in cui all'interno vengono eseguite operazioni fuzzy come fuzzificazione, 

inferenza  e  defuzzificazione.  Il  focus nei  cosiddetti  sistemi  adattivi  consiste 

nell'addestramento,  ovvero  nel  modo  acquisire  la  conoscenza dei  dati  che devono 

essere analizzati.

Le  reti  neuro-fuzzy vengono applicate  in  particolar  modo nel  settore  di  controllo 

meccanico e robotico, ma non sono escluse discipline differenti come ad esempio la 

finanza e la medicina. 

L'integrazione  tra  la  logica  fuzzy, le  reti  neurali  e  gli  algoritmi  genetici  (metodi 

euristici  di  ottimizzazione) ovvero  il  soft  computing è  nata all'inizio  degli  anni 

novanta per esigenza di creare sistemi di controllo “realmente intelligenti”,  pertanto 

per superare i limiti del controllo fuzzy standard.
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Fig. 2.2 - Struttura di una rete neuro-fuzzy.
Fonte: Veronesi M, Visioli A., Logica fuzzy: fondamenti teorici e applicazioni  

pratiche, Franco Angeli, Milano (2001).



2.2      La fuzzy logic applicata alle decisioni di marketing

La maggior parte delle decisioni di marketing  è complessa,  con  risultati dipendenti 

dal numero e dalla tipologia di variabili in gioco;  i manager  aziendali  per ottenere 

soluzioni  ad  un  problema spesso  adottano approcci  euristici  anziché  strutturare  il 

problema analizzando e valutando le alternative migliori17. La costruzione di modelli 

standard di marketing può essere altresì difficoltosa nei casi in cui la loro struttura è 

troppo semplice per rappresentare fedelmente la realtà oppure, al contrario,  è  poco 

comprensibile per essere applicata anche dai manager non specializzati. Ad esempio, 

nella costruzione di un modello relativo al marketing mix, elementi come il prezzo 

dei competitor, le vendite previste e la qualità del prodotto dei competitor sono spesso 

variabili stocastiche, vaghe, qualitative18. Ancora, nelle decisioni di marketing non è 

raro riscontrare pareri in conflitto, espressi da esperti di differenti reparti; ad esempio 

nelle  decisioni  di  pricing può  accadere che  il  responsabile  del  reparto  vendite  di 

un'azienda proponga di fissare un prezzo elevato mentre il responsabile di produzione 

proponga all'opposto di fissare un prezzo basso. 

Allo  stesso  modo  i  responsabili di  marketing  devono considerare il  fatto  che  i 

consumatori  tendono  ad  esprimere le  loro  preferenze  ed i  loro  gusti  in  modo 

estremamente  soggettivo,  vario,  impreciso;  quando  essi  comunicano  con  altri 

consumatori  per  esprimere  un'opinione  si  basano  sulle  loro  sensazioni,  lasciando 

l'interpretazione  ai  destinatari.  I comportamenti  individuali dei  consumatori  non 

possono  pertanto  essere  misurati  efficacemente  basandosi  esclusivamente  su 

questionari, indagini e ricerche di mercato standardizzati. 

La fuzzy logic rappresenta un valido strumento per il reparto marketing e vendite di 

un'azienda in quanto permette di definire modelli per le decisioni che tengono conto 

della vaghezza e dell'imprecisione.

17 Ugiwal  P.,  Nagpal  R.,  Seghal  R.,  A  Rule  Based  Approach  for  Implementing  the  Marketing  
Decision Model, International Journal of Emerging Technology and Advanced Engineering, Vol. 3, 
Issue 8, pp. 72-77 (2013).

18 Aly S.,  Vrana I.,  Fuzzy Expert  Marketing-Mix Model,  Agriculture Economics,  Vol.  51, No.  2, 
Prague (2005).
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2.3      Modello di marketing decisionale – ciclo di vita del prodotto

In seguito si riporta un'analisi di un sistema esperto fuzzy di marketing decisionale19 

inerente al ciclo di vita di un prodotto. La previsione dell'impatto di un prodotto sul 

mercato  di  riferimento  è  molto  importante, in  quanto  permette  di  pianificare  la 

strategia migliore per raggiungere la massimizzazione delle vendite, grazie all'analisi 

di diverse variabili.

2.3.1  Il ciclo di vita del prodotto

Il ciclo di vita del prodotto  rappresenta  uno dei concetti base della gestione di un 

business, utilizzato in particolar modo nel marketing.  La profonda conoscenza delle 

caratteristiche del prodotto e la previsione del suo sviluppo nel mercato sono cruciali 

per  un'azienda, altrimenti  il prodotto stesso  potrebbe essere ritirato prematuramente 

dal mercato.

Il  ciclo  di  vita  del  prodotto  descrive  l'andamento  delle  vendite  di  un  bene  e 

comprende  il  periodo  dal  primo  lancio  nel  mercato  fino  al  ritiro  dallo  stesso. 

L'andamento standard è rappresentato da una curva crescente nelle prime fasi e che, 

dopo aver registrato un flesso, progressivamente decresce fino a raggiungere la fase 

finale  (nell'asse  delle  ordinate  vengono  riportate  le  vendite  mentre  nell'asse  delle 

ascisse il tempo, si veda la Figura 2.3).

L'intero periodo è diviso in quattro fasi:

1) introduzione (prodotto  poco  diffuso,  volumi  modesti  di  vendita,  crescita  lenta 

nella maggioranza dei casi);

2) sviluppo (vendite crescenti in seguito alla diffusione del prodotto, fase cruciale del 

processo in quanto gli obiettivi consistono nell'attirare più consumatori possibile e 

nel  raggiungere  una  massa  critica;  è  inoltre  possibile  migliorare  il  prodotto 

modificandone le caratteristiche);

3) maturità  (vendite  consistenti  ma  ad  un  tasso  di  crescita  in  diminuzione, 

determinato  in  particolar  modo  dall'attacco  dei  competitors;  in  tale fase  il 

management cerca di conquistare altri consumatori avvalendosi di diverse tecniche 

19 Ghaderi K., Maihami V., Fuzzy Expert System for Marketing Decision Model using Development  
Knowledge-based System,  International  Proceedings of Computer Science & Information Tech, 
Vol. 41, p1 (2012).
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di marketing  per mantenere ricavi  elevati. Man mano che la concentrazione del 

mercato aumenta le vendite si stabilizzano, fino ad entrare nella fase denominata 

“saturazione”);

4) declino (vendite decrescenti, fino a raggiungere un determinato volume superato il 

quale il prodotto può essere reintrodotto nel mercato o rimosso).

L'analisi del ciclo di vita del prodotto permette di organizzare meglio le strategie di 

marketing mix,  consentendo di ricavare un quadro sull'accoglienza del prodotto e la 

variazione delle condizioni concorrenziali nelle varie fasi. E' importante ricordare che 

il modello è puramente teorico, in quanto può variare in base alla natura del prodotto, 

alla natura dell'impresa ed al contesto di riferimento. 

Il successo nella fase di introduzione di un prodotto nuovo nel mercato dipende da 

una serie di fattori che ne definiscono la performance in tre ambiti diversi: il mercato 

globale, il mercato target, la produzione.
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Fig. 2.3 - Ciclo di vita del prodotto.
Fonte: Kotler P., Keller K., Marketing Management, Pearson,  

Harlow (2012).



Variabili del mercato globale:

• cambiamenti economici  globali  del Paese  o dei Paesi di riferimento  (indice dei 

consumi, reddito, benessere ecc.);

• cambiamenti  politici,  sociali  e  culturali  del  Paese  o  dei  Paesi  di  riferimento 

(incentivi statali, influenza dei media, tendenze ecc.).

Variabili della produttività:

• forza  competitiva,  ovvero  capacità  di  fronteggiare  i competitors  (strategie  di 

attacco, di indifferenza, di difesa);

• sostegno  delle vendite  quando  si  trovano  in  fase  decrescente (operazioni di 

marketing  realizzate soprattutto  nella  fase  di  maturità,  quando  la  quantità  di 

prodotti  venduti inizia gradualmente a  diminuire;  sostenere le  vendite  significa 

finanziare campagne di marketing con conseguente diminuzione dei profitti);

• incremento proporzionale delle vendite rispetto alla quantità di prodotto immessa 

nel mercato.

Variabili del mercato target di riferimento:

• performance del prodotto confrontate rispetto al prodotto dei competitor (qualità, 

design, prezzo, costo di produzione ecc.);

• rinnovo  tecnologico  del  mercato  di  riferimento  (introduzione  di  nuove 

funzionalità, usi alternativi ecc.).

2.3.2  Realizzazione del sistema fuzzy

La struttura del sistema fuzzy indicata nella Figura 2.4 include le variabili di input, i 

blocchi  di  regole  e  le  variabili  di  output;  le  linee  continue  simboleggiano  i 

collegamenti tra tali elementi. Il software utilizzato per l'elaborazione corrisponde alla 

versione demo di Fuzzytech®20.

20 http://www.fuzzytech.com/
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Variabili di input, insiemi fuzzy e funzioni di appartenenza

Le variabili di input sono 7, corrispondenti ai fattori di performance di prodotto; nella 

Tabella  2.2  vengono riportate  le  variabili  di  input  (i  termini  linguistici  sono  stati 

abbreviati)  e gli  insiemi  fuzzy  per  ciascuna  variabile.  Tutte  le  variabili  sono 

qualitative; il range di valori  è univoco per tutte le variabili, pari all'intervallo [0; 1]. 

Tab. 2.2 – Variabili di input e fuzzy set corrispondenti.

Nome variabile Insiemi fuzzy

camb_economico Svantaggioso Inefficiente Vantaggioso

camb_politico Svantaggioso Inefficiente Vantaggioso

forza_compet Diminuzione Aumento

sostegno_vendite Diminuzione Aumento

increm_vendite Diminuzione Aumento

perform_prodotto Peggiori Uguali Migliori

rinnovo_mercato Non Presente Presente

Fonte: elaborazione personale.
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Fig. 2.4 - Struttura del sistema fuzzy relativo alla gestione del ciclo del prodotto.
Fonte: elaborazione Fuzzytech®.



Le funzioni di appartenenza sono state create nel modo seguente: per le variabili con 

tre  termini  linguistici  (“camb_economico”,  “camb_politico” e  “perform_prodotto”) 

sono state utilizzate funzioni “z-shaped”, triangolari e “s-shaped” (Fig. 2.5); per le 

variabili  con  due  termini  linguistici  (“forza_compet”,  “sostegno_vendite”,  

“increm_vendite”,  “rinnovo_mercato”) sono state  utilizzate  funzioni  “z-shaped” ed 

“s-shaped” (Fig. 2.6).
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Fig. 2.5 – Funzioni di appartenenza della variabile di input  
“camb_economico”.

Fonte: elaborazione Fuzzytech®.

Fig. 2.6 – Funzioni di appartenenza della variabile di input  
“forza_compet”.

Fonte: elaborazione Fuzzytech®.



Variabili di output, insiemi fuzzy e funzioni di appartenenza

La variabile di output è chiamata “performance” e rappresenta il livello di successo 

che il prodotto ha in un determinato momento; tale variabile può assumere tre valori 

(“scarsa”, “passiva”, “attiva”) corrispondenti agli insiemi fuzzy di uscita. Le funzioni 

di appartenenza utilizzate sono “z-shaped”, triangolari e “s-shaped” (Fig. 2.7).

Base di regole

L'insieme delle regole  è  stato organizzato in  base  ai  vari  ambiti  di  calcolo  della 

performance,  quindi  in  tre  blocchi  corrispondenti a:  “mercato_globale”,  

“produttività”, “mercato_target” (Tab. 2.3).
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Fig. 2.7 - Funzioni di appartenenza della variabile di output  
“performance”.

Fonte: elaborazione Fuzzytech®.



Tab. 2.3 – Blocchi di regole.

SE ALLORA

camb_economico camb_politico mercato_globale

Svantaggioso Svantaggioso Pessimismo

Svantaggioso Inefficiente Pessimismo

Svantaggioso Vantaggioso Pessimismo

Inefficiente Svantaggioso Pessimismo

Inefficiente Inefficiente Pessimismo

Inefficiente Vantaggioso Ottimismo

Vantaggioso Svantaggioso Pessimismo

Vantaggioso Inefficiente Ottimismo

Vantaggioso Vantaggioso Ottimismo

forza_compet sostegno_vendite increm_vendite produttività

Diminuzione Diminuzione Diminuzione Scarsa

Diminuzione Diminuzione Aumento Buona

Diminuzione Aumento Diminuzione Buona

Diminuzione Aumento Aumento Ottima

Aumento Diminuzione Diminuzione Buona

Aumento Diminuzione Aumento Ottima

Aumento Aumento Diminuzione Ottima

Aumento Aumento Aumento Ottima

perform_prodotto rinnovo_mercato mercato_target

Peggiori Non Presente Non ancora favorevole

Peggiori Presente Buono

Uguali Non Presente Non ancora favorevole

Uguali Presente Incoraggiante

Migliori Non Presente Non ancora favorevole

Migliori Presente Stimolante

Fonte: elaborazione personale.

Ciascuno dei tre blocchi tramite inferenza restituisce un valore fuzzy ad una variabile 

intermedia,  la  quale successivamente determina  il  valore  finale  della  variabile  di 

output  (“performance”).  Di  conseguenza  il  risultato  della  prima  inferenza  (con  il 

metodo della somma algebrica)  è costituito dai valori che assumono le tre variabili 
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intermedie “mercato_globale”,  “produttività”,  “mercato_target”.  Tali  valori 

costituiscono gli input di un altro blocco di regole, chiamato “blocco_performance” 

(Tab. 2.4); sempre tramite inferenza per somma algebrica si ottiene l'output finale 

(“performance”) tramite defuzzificazione con il metodo del centro dei massimi.

Tab. 2.4 - Blocco di regole “performance”.

SE ALLORA

mercato_globale produttività mercato_target performance

Pessimismo Scarsa Non ancora favorevole Scarsa

Pessimismo Scarsa Buono Scarsa

Pessimismo Scarsa Stimolante Passiva

Pessimismo Buona Non ancora favorevole Scarsa

Pessimismo Buona Buono Passiva

Pessimismo Buona Stimolante Passiva

Pessimismo Ottima Non ancora favorevole Passiva

Pessimismo Ottima Buono Passiva

Pessimismo Ottima Stimolante Attiva

Ottimismo Scarsa Non ancora favorevole Passiva

Ottimismo Scarsa Buono Passiva

Ottimismo Scarsa Stimolante Attiva

Ottimismo Buona Non ancora favorevole Passiva

Ottimismo Buona Buono Attiva

Ottimismo Buona Stimolante Attiva

Ottimismo Ottima Non ancora favorevole Attiva

Ottimismo Ottima Buono Attiva

Ottimismo Ottima Stimolante Attiva

Fonte: elaborazione personale.

Il  valore  dell'output  finale  rappresenta  un'indicazione  dell'operato  che  l'azienda 

dovrebbe seguire. Se la performance è:

• scarsa,  il  prodotto  dovrebbe  essere  ritirato  dal  mercato  oppure  rinnovato  o 

riposizionato,  in  quanto  per  vari  motivi  (progresso  tecnologico,  obsolescenza, 
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concorrenza più agguerrita, mutamento dei gusti del consumatore) si trova in una 

fase di declino;

• passiva,  l'azienda dovrebbe cercare di spingere le vendite intervenendo sulle leve 

di promozione e distribuzione od introdurre un nuovo prodotto nel mercato;

• attiva, le vendite del prodotto sono in fase positiva e l'azienda dovrebbe cercare di 

mantenere questa posizione il più possibile.

Esempio numerico

Si ipotizzino tre scenari diversi come esempio:

1) prodotto  innovativo  da  lanciare  in  un  mercato  poco  favorevole,  con  elevata 

concorrenza;

2)  prodotto simile agli altri prodotti offerti dai principali competitor che si trova nella 

fase di sviluppo, con una situazione di mercato favorevole;

3)  prodotto in fase di saturazione della domanda in un mercato in fase di stallo.

Nella Tabella  2.5  vengono  riportati  i  dati  di  input  relativi  ai  tre  scenari  e  la 

performance globale, calcolata con il software Fuzzytech®.

Tab. 2.5 – Esempio numerico sistema fuzzy.

SCENARIO

1 2 3

camb_economico 0.20 0.60 0.50

camb_politico 0.30 0.70 0.40

forza_compet 0.20 0.35 0.30

sostegno_vendite 0.50 0.20 0.80

increm_vendite 0.60 0.40 0.20

perform_prodotto 0.80 0.50 0.40

rinnovo_mercato 0.50 0.80 0.50

PERFORMANCE

μ (Scarsa)=0.7
μ (Passiva)=1.0
μ (Attiva)=0.5 

Performance 
globale=0.466

μ (Scarsa)=0.0
μ (Passiva)=0.4 
μ (Attiva)=1.0  

Performance 
globale= 0.768

μ (Scarsa)=0.9
μ (Passiva)=0.9
μ (Attiva)=0.0

Performance
globale= 0.312

46



Nello scenario numero 1 la performance complessiva del prodotto è passiva: l'azienda 

dovrebbe spingere il più possibile le vendite del prodotto tramite una comunicazione 

massiccia, in modo da acquisire un vantaggio rispetto ai concorrenti  puntando sulle 

caratteristiche innovative del prodotto stesso.

Nel secondo scenario la performance complessiva del prodotto è attiva: l'azienda si 

trova in una posizione favorevole, in un mercato florido; per mantenere tale posizione 

è utile tentare di migliorare la propria posizione concorrenziale.

Nell'ultimo  scenario  la  performance  complessiva  del  prodotto  è  scarsa:  l'azienda 

dovrebbe  investire  le  proprie  risorse  per  rilanciare,  innovare  o  riposizionare  il 

prodotto prima che esso attraversi la fase di declino.

2.3.3  Conclusioni

Premesso che il  modello del  ciclo del prodotto non è uno strumento universale  e 

sempre  affidabile in  grado  di  adattarsi  a  qualsiasi  mercato  e  prodotto,  l'analisi 

proposta racchiude,  seppur con le dovute semplificazioni,  delle linee guida utili per 

gestire  al  meglio  la  strategia  di marketing  mix  di  un bene  a  seconda  di  una 

moltitudine di fattori. Le aziende dovrebbero avere la capacità di prevedere il ciclo di 

vita  del  loro  prodotto  per  essere  in  grado  di  adattare  il  volume di  produzione  a 

seconda delle condizioni del mercato e di competere in mercati complessi e  volatili 

(Tasur, 2002).
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Capitolo 3

Recommender system per portali e-commerce

3.1      I portali e-commerce

L'e-commerce,  contrazione  inglese  di  “electronic  commerce”  è  il  processo  che 

consente  la transazione  di un prodotto o di un servizio  tramite la rete  Internet21.  La 

possibilità di vendere e di acquistare beni e servizi telematicamente ha notevolmente 

semplificato  le  transazioni  su  vasta  scala,  dato  che  al  giorno  d'oggi  è  possibile 

acquistare  in Internet oltrepassando le barriere territoriali  e temporali (le transazioni 

possono essere avviate e concluse in tempo reale, con notevole risparmio di tempo).

Nell'e-commerce esistono tre tipi di transazioni fondamentali:

• Business to consumer (B2C), una transazione tra azienda e consumatore (ad es. il 

portale Amazon);

• Business to business (B2B), una transazione tra due aziende diverse (ad es. Cisco 

Systems, una delle aziende leader del settore di networking);

• Consumer to consumer (C2C), modello che negli ultimi anni si è diffuso piuttosto 

rapidamente nel Web, che consiste in una transazione tra due consumatori (ad es. il 

sito di aste virtuali Ebay).

L'e-commerce tuttavia non è limitato alla selezione da parte del cliente del prodotto 

desiderato ed all'acquisto dello stesso con un metodo di pagamento elettronico.  Il 

commercio elettronico può essere inteso semplicemente come l'insieme delle attività 

che conducono all'acquisto e non necessariamente come l'acquisto vero e proprio. Un 

21 Whalter S., Levine J., Commercio elettronico con ASP, Apogeo, Milano (2000).
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sito e-commerce infatti può essere costruito con l'obiettivo di mettere a disposizione 

una  vetrina  virtuale  per  i  consumatori,  senza  possibilità  di  acquisto  in  linea;  i 

consumatori  in  tal  modo vengono invogliati  a  visitare  il  negozio  fisico  nel  quale 

possono acquistare i prodotti  fisici valutati in rete.

Rispetto  ai  tradizionali  canali  di  vendita,  l'e-commerce  è  sotto  alcuni  aspetti 

maggiormente flessibile e non è limitato alla semplice conduzione di una transazione. 

I vantaggi di un portale efficiente di commercio elettronico sono molteplici, tra i quali 

il contatto diretto tra acquirente ed offerente e la conoscenza diretta del consumatore.

Contatto diretto tra acquirente ed offerente

L'assenza di intermediazione tra acquirente ed  offerente è una delle caratteristiche 

principali dell'e-commerce,  in  quanto  permette  una  transazione  più  immediata  e 

flessibile.  Lo scambio reciproco di informazioni utili è facilitato dalla tecnologia, in 

quanto  la relazione tra acquirente ed offerente è di tipo  one-to-one;  l'azienda è in 

grado di indirizzare una specifica offerta a ciascun cliente. Uno degli obiettivi primari 

che  si  pone un'azienda  che  decide  di  creare  un business  online  consiste  nella 

personalizzazione dell'offerta;  il  marketing  one-to-one infatti  consente,  tra  le  altre 

cose, di migliorare la  customer satisfaction,  di aumentare  la fedeltà dei clienti  e di 

migliorare la reputazione dell'azienda.

Conoscenza diretta del consumatore

Il consumatore che naviga online fornisce (consapevolmente od inconsapevolmente) 

un grande quantitativo di informazioni:  le pagine visitate,  la frequenza  di visita,  i 

tempi di navigazione, i dati personali  ecc.  Tali  informazioni sono fondamentali per 

formare il profilo del consumatore, in quanto è possibile assegnare il prodotto od il 

servizio  che meglio rispecchia le sue preferenze,  confrontando le varie alternative 

disponibili. Spesso nei mercati  tradizionali le preferenze vengono ricavate grazie a 

questionari, cronologie degli acquisti, carte fedeltà ecc. con risultati approssimativi ed 

incompleti.  Tramite  l'approfondimento  del comportamento del consumatore che 

naviga online  è  tuttavia possibile ricavare le  sue  preferenze in  modo  maggiormente 

accurato e talvolta meno invadente.
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3.2      I recommender system

Lo sviluppo  esponenziale  di Internet  (al giorno d'oggi potenzialmente  accessibile a 

chiunque ed in qualunque luogo e tempo) ha causato un sovraccarico di informazioni 

disponibili tale da  disorientare  i navigatori.  Spesso i dati ricavati dalle ricerche sul 

Web risultano irrilevanti o persino fuorvianti, traducendosi in un maggiore dispendio 

di tempo nel reperire le informazioni utili. 

Per risolvere tale inconveniente la stragrande maggioranza dei portali e-commerce è 

strutturata in modo da riportare, per ciascun prodotto, una descrizione esaustiva delle 

caratteristiche (in alcuni casi anche i commenti e le recensioni degli utenti relativi al 

prodotto stesso). È altresì diffusa la pratica di allestire una vetrina virtuale di prodotti 

messi in evidenza, ritenuti i  più interessanti  per l'insieme dei consumatori in base a 

determinati  criteri  (ad  esempio  gli  articoli più  venduti,  le  novità  del  mercato,  le 

promozioni  temporanee ecc.).  Il  limite  di tali approcci consiste nella mancanza di 

personalizzazione;  non è  possibile  identificare  e  quindi  soddisfare  le  esigenze dei 

singoli utenti. Comprendere a fondo i bisogni del consumatore rappresenta una sfida 

per le imprese. L'utente è solito esprimere le  proprie preferenze  tramite l'utilizzo di 

termini vaghi, imprecisi, utilizzando un linguaggio spesso colloquiale; egli comunica 

con altri consumatori (specialmente nelle impressioni post acquisto e nelle recensioni) 

le  sue impressioni  ed il  proprio livello di  soddisfazione  esprimendo  opinioni 

soggettive e non sempre esaustive.

Solitamente un'azienda organizza i propri prodotti nel sito di commercio elettronico a 

seconda  della  loro  natura  nella  categoria  più  adatta,  indicando  il  prezzo,  le 

caratteristiche  di  base  ed i  comuni  utilizzi.  D'altra  parte  il  consumatore  può 

generalmente usufruire di un motore di ricerca del sito per individuare il prodotto od 

il servizio preferito, decidendo autonomamente le parole chiave da immettere nei vari 

campi  (ad  esempio  produttore,  modello,  colore  ecc.)  ed impostando eventuali 

specifiche tecniche (ad esempio un range di  prezzo del prodotto).  Tale  approccio è 

piuttosto efficace nelle aste online con utenti che conoscono a priori le caratteristiche 

dei prodotti e servizi che cercano (specialmente nel caso di beni rari ed esclusivi)  e 

che  hanno  conoscenze  tali  da impostare  i  vari  filtri  di  ricerca  senza  difficoltà. 

Viceversa, nel commercio elettronico diretto tale approccio può risultare inefficiente 
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per una serie di motivi, tra i quali22,23:

• le ricerche testuali portano talvolta a risultati inconsistenti dovuti alla coesistenza 

di diversi significati in molte parole di uso comune; molti utenti inesperti non sono 

in grado di effettuare una ricerca efficace inserendo le keywords appropriate;

• il confronto tra più prodotti visualizzati in seguito ad una ricerca semplice risulta 

in alcuni casi complicato, soprattutto quando il numero di risultati di ricerca è alto;

• esiste spesso un'asimmetria informativa tra venditore ed acquirente, dovuta al fatto 

che il consumatore non conosce a fondo le specifiche tecniche dei prodotti offerti 

dal  venditore;  nonostante  egli possa  informarsi  consultando siti  esterni 

specializzati, la ricerca comporta un dispendio di tempo non indifferente;

• sebbene la  stragrande  maggioranza  dei  portali  e-commerce  integri  un  catalogo 

virtuale nel quale gli utenti possono sfogliare i prodotti in vendita, spesso manca 

un'efficace  organizzazione  gerarchica  tale  da facilitare l'individuazione  di  un 

prodotto appartenente ad una determinata categoria;

• le valutazioni di uno stesso prodotto da parte di diversi utenti sono estremamente 

varie,  soprattutto  nei  casi  in  cui si  chiede  loro di  esprimere  un  giudizio 

quantitativo;  utenti  con  uguali  preferenze possono  esplicitarle in  modi  molto 

diversi,  in  base  al  proprio  stile  di  comunicazione,  alla propria esperienza 

personale, alla diversa conoscenza del mercato e del prodotto ecc.

 

Alla luce di tali considerazioni si comprende come un semplice motore di ricerca per 

campi  di un sito e-commerce  abbia diversi limiti; per superarli  sono stati introdotti 

strumenti  quali i “recommender  system”,  ovvero  sistemi che  generano 

raccomandazioni personalizzate per ciascun utente  [Schafer, Konstan, Riedi, 2001]. 

Sviluppatisi in particolar modo nei portali e-commerce, tali sistemi, grazie a tecniche 

di  filtraggio  delle  informazioni, selezionano i  prodotti  che  potrebbero  essere  di 

22 Albusac J., Lòpez-Lòpez L. M., Murillo J. M., Castro-Schez J.J.,  Supporting Customer Searches  
in  E-marketplaces  by  Means  of  Fuzzy  Logic-Based  Machine  Learning,  IEEE/WIC/ACM 
International  conference on Web intelligence  and intelligent  agent  technology,  pp.  892 – 896, 
Sidney (2008).

23 Castro-Schez J. J., Miguel R., Vallejo D., Lòpez-Lòpez L. M.,  A highly adaptive recommender  
system based on fuzzy logic for B2C e-commerce portals, Expert Systems with Applications, Vol. 
38, Issue 3, pp. 2441-2454 (2011).
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particolare interesse per  l'utente.  Sostituendosi  all'operatore  umano  esperto che 

suggerisce  al  consumatore direttamente  nel  punto  vendita  i  prodotti  più  adatti,  i 

recommender system sono in grado di aiutare l'utente a prendere la miglior decisione 

in  base alle  sue  esigenze,  filtrando i  prodotti  e/od ordinandoli  di  conseguenza.  Il 

processo  utilizzato  da  tali sistemi si  discosta  concettualmente  dai  classici  filtri  di 

ricerca,  in  quanto  questi  ultimi non permettono di  generare  un elenco di  prodotti 

consigliati personalizzato per  ciascun  utente;  costui  deve  inoltre  conoscere le 

principali specifiche tecniche dei prodotti per effettuare la ricerca.

Alcuni tipi  di  recommender  system  sono  correlati  con  la  potenzialità  della  rete 

Internet  nel  collezionare,  immagazzinare  e  gestire  grandi  quantità  di  informazioni 

relative  alle  azioni  ed alle  preferenze  dei  navigatori.  Le  cosiddette  “Web 

recommendation”, tecniche che propongono al navigatore un insieme di collegamenti 

ipertestuali che rimandano a prodotti interessanti, possono essere applicate a svariate 

categorie di beni e servizi, quali film, pagine web, notizie di quotidiani elettronici (ad 

es. Google News), brani musicali ecc. La forte crescita negli ultimi anni dell'interesse 

nei confronti dei recommender system24 è confermata dal loro fondamentale ruolo nei 

portali Internet più diffusi nel mondo (Youtube, Netflix, Tripadvisor ecc.). 

Per sviluppare un recommender system è possibile adottare diversi metodi25:

• i  metodi  collaborativi  sono  basati  su  preferenze  e/o  valutazioni  dei  prodotti 

espresse da utenti con gusti e preferenze simili; tali metodi sono tra i più utilizzati 

nei  recommender  system  in  quanto basati sul  calcolo  delle “similarità”  tra  gli 

utenti.  Un  esempio di  applicazione dei metodi collaborativi è  il sito  Amazon.it, 

portale  e-commerce  di  successo  nel  quale gli  interessi  dei  consumatori  sono 

ricavati principalmente in base ai loro acquisti passati, agli articoli presenti nel loro 

“carrello  virtuale”  ed ai  prodotti  acquistati  da  altri  consumatori con  medesimi 

gusti26 (ad  es.  “Le  persone  che  hanno  acquistato  il  prodotto  x hanno  anche 

acquistato il prodotto y.”);

24 Ricci F., Rokach L., Shapira B., Kantor P. B.,  Recommender Systems Handbook, Springer, New 
York (2011).

25 Beliakov  G.,  Calvo  T.,  James   S.,  Aggregation  of  Preferences  in  Recommender  Systems, 
Recommender Systems Handbook, Springer, New York (2011).

26 Mangalindan J. P., Amazon's recommendation secret. Disponibile all'indirizzo: 
http://tech.fortune.cnn.com/2012/07/30/amazon-5
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• i metodi  basati su contenuti  combinano le  specifiche  tecniche dei prodotti con il 

profilo dell'utente, costruito analizzando le informazioni personali, le preferenze ed 

i prodotti che egli ha già valutato in passato. Ad esempio, ciascun utente è invitato 

ad  immettere  una  serie  di  keywords rappresentanti  i  contenuti  che  preferisce 

visualizzare, costruendo il proprio profilo; in base a  tali informazioni il sistema 

prevede il prodotti più adatti effettuando un “matching” (accoppiamento);

• i  metodi  basati  sull'utilità  sono simili  ai  metodi  basati  su contenuti,  in  quanto 

associano i prodotti da raccomandare ai bisogni attuali dei consumatori, basandosi 

tuttavia su  una  misura  di  utilità  dei  prodotti  (in  base  ad  esempio  alle  diverse 

caratteristiche ed ai diversi utilizzi dei prodotti);

• i  metodi  demografici classificano  gli  utenti  in  base  a  profili  ricavati  da 

caratteristiche  demografiche  (stato  civile,  età  ecc.)  ottenute  grazie  alle 

informazioni  personali  fornite  al  momento  della  registrazione  nel  sito  o 

successivamente;

• i  metodi  basati  sulla  conoscenza  associano  a  determinati prodotti  altri  prodotti 

simili,  ovvero  dotati  di  una  o più  caratteristiche in comune; la conoscenza  può 

essere ricavata ad esempio dagli acquisti passati del consumatore dei prodotti che 

lo hanno soddisfatto;

• i metodi ibridi combinano le potenzialità di più metodi descritti poc'anzi, in modo 

da creare un  recommender system più efficace superando gli eventuali svantaggi 

che si possono incontrare quando si adotta un metodo singolarmente.

A  seconda del  metodo  utilizzato  per  generare  l'insieme  di  prodotti  consigliati il 

sistema  necessita  di  estrapolare informazioni  di  varia  natura,  tra  cui  preferenze, 

descrizioni,  opinioni  ecc.  fornite  dai  consumatori  consapevolmente  od 

inconsapevolmente. La difficoltà nel ricavare tali informazioni dipende in particolare 

dalla tipologia di prodotti offerti:  nel caso di prodotti a basso coinvolgimento27 (ad 

esempio un giornale, un prodotto alimentare) un recommender system può ricavare le 

informazioni semplicemente analizzando la cronologia degli acquisti di un singolo 

27 I  prodotti  a  basso  coinvolgimento  sono  beni  con  alta  frequenza  di  riacquisto  e  con  scarsa  
differenziazione di marca; per il consumatore hanno un significato simbolico ridotto o nullo.
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utente e le sue valutazioni (ad esempio grazie ad un sistema di rating da uno a cinque 

punti).

Per  quanto  concerne  i  prodotti  ad  alto  coinvolgimento28 (ad  esempio  un  personal 

computer, un'autovettura), ottenere le informazioni degli utenti risulta più complesso 

per una serie di motivi:

• i prodotti ad alto coinvolgimento richiedono descrizioni più dettagliate rispetto ai 

prodotti a basso coinvolgimento, soprattutto quando il numero di funzionalità e di 

specifiche tecniche è elevato;

• in generale i prodotti ad alto coinvolgimento sono più costosi dei prodotti a basso 

coinvolgimento,  di  conseguenza  per  i  consumatori  il  supporto  dell'operatore 

assume maggiore importanza;

• il valore della marca è maggiormente rilevante per quanto concerne i prodotti ad 

alto coinvolgimento rispetto a quelli a basso coinvolgimento.

Un  recommender  system efficace  ha  un  impatto  significativo  sul  comportamento 

d'acquisto  futuro  del  consumatore29,  in  quanto  i prodotti  raccomandati  possono 

costituire potenziali  acquisti  futuri. Un  recommeder  system  deve  pertanto essere 

progettato in modo da interagire con il consumatore ed essere in grado di interpretare 

le sue diverse esigenze espresse in modo vago ed impreciso. In particolare, i consigli 

inerenti  ai prodotti  possono essere  erronei,  ovvero  “falsi negativi” (prodotti  poco 

consigliati ai consumatori ma che invece potrebbero essere ideali per loro)  oppure 

“falsi positivi” (prodotti consigliati ai consumatori ma che invece non rispecchiano le 

loro esigenze)30.

Per progettare un recommender system efficace, in grado di interpretare le preferenze 

“sfocate” dei consumatori e di elaborarle insieme, diversi studiosi hanno proposto di 

28 I prodotti  ad alto  coinvolgimento  sono  beni con  frequenza  di  riacquisto  ridotta,  generalmente 
costosi e con  alto  significato simbolico;  il  processo d'acquisto coinvolge molto il  consumatore, 
soprattutto nella scelta tra marche diverse.

29 Cho Y. H., Kyeong Kim J., Hie Kim S., A personalized recommender system based on web usage  
mining  and  decision  tree  induction,  Expert  Systems  with  Applications,  Vol.  23,  Issue  3,  pp. 
329-342 (2002).

30 Saguna R., Sharmila D., An Efficient Web Recommendation System using Collaborative Filtering  
and Pattern Discovery Algorithms, International Journal of Computer Applications, Vol. 70, No.3, 
pp. 37-44 (2013).
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utilizzare la  fuzzy  logic,  tra  i  quali  R. Yager  nel  saggio “Fuzzy logic methods in  

recommender systems” (2002).

Il recommender system proposto in questo elaborato segue questa impostazione. Si 

tratta di un modello basato sui contenuti  per  un sito  di commercio elettronico B2C, 

nel quale i consumatori possono esprimere le preferenze personali in termini  vaghi. 

La preferenza  relativa a ciascun attributo di un prodotto  acquistabile nel sito  viene 

quindi rappresentata  mediante  un  insieme  sfocato,  il  cui  matching con  il  valore 

dell'attributo nel mercato  (la specifica tecnica del prodotto) rappresenta il grado di 

preferenza del consumatore relativo a tale attributo (Fig. 3.1). 

Tuttavia, la valutazione di un prodotto da parte del consumatore è multidimensionale, 

in quanto  vengono tenuti in considerazione due o più  criteri (attributi  del prodotto) 

contemporaneamente.  Pertanto i vari gradi di preferenza relativi agli attributi di un 

prodotto  devono essere aggregati, in modo da  comporre la valutazione complessiva 

del prodotto stesso. Nel prossimo paragrafo è riportata una descrizione dettagliata del 

problema  dell'aggregazione  e  dell'operatore  di  aggregazione  adoperato  nel 

recommender system proposto.
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Fig. 3.1 - Grado di preferenza del consumatore relativo ad un attributo  
del prodotto.

Fonte: elaborazione Fuzzytech®.



3.3      Il problema dell'aggregazione

Nei problemi di carattere economico capita spesso di avere a disposizione un insieme 

di  valori  eterogenei non  significativi  se considerati  singolarmente.  La necessità di 

aggregare  l'insieme di  valori  al  fine di ottenere  un  unico  risultato  significativo si 

traduce  in un problema di aggregazione multicriteriale  (ad esempio  un problema di 

Decision  Making31).  In  problemi  di  tale  natura32 generalmente si  dispone  di  un 

insieme di criteri (c1, c2, …, cm) e di un insieme di soluzioni alternative (x1, x2, …, xn). 

Per ciascuna alternativa xj si ricava un valore che esprime il grado per cui l'alternativa 

xj soddisfa  il  criterio  ck   e  tali  valori  vanno in  seguito  aggregati per  ottenere  un 

risultato complessivo  relativamente all'alternativa xj.

Nel recommender system in esame i criteri corrispondono agli attributi dei prodotti e 

le  alternative  corrispondono  ai  prodotti  stessi. Aggregando,  ovvero  combinando  i 

valori che rappresentano le preferenze di un consumatore riguardo le caratteristiche di 

un prodotto presente nel catalogo, è possibile ricavare un punteggio che rappresenta il 

grado  di  soddisfazione  “globale”  del  consumatore  in  relazione  a  tale  prodotto.  Il 

prodotto  migliore  di  tutta  l'offerta,  i  cui  attributi soddisfano maggiormente  le 

preferenze dichiarate dal consumatore, corrisponde al prodotto con  il  punteggio di 

aggregazione più alto.

Più precisamente, si definisce “aggregazione” un processo di combinazione di valori 

in un valore singolo. Lo scopo di un operatore di aggregazione consiste pertanto nella 

combinazione di più  valori di input  od argomenti (nel caso in esame un insieme di 

gradi di appartenenza relativi a insiemi fuzzy) in un unico valore rappresentativo di 

output.

Un operatore di aggregazione di un insieme di gradi di appartenenza33 è una funzione 

f di  n>1 argomenti f : [0,1]
n
→[0,1] definita nell'intervallo  [0,1], dove il valore di 

input 0 corrisponde ad appartenenza nulla, mentre il valore di input 1 corrisponde ad 

31 Si definisce  “Decision Making” un processo che consiste nel comprendere qual è il  problema, 
trovare  una  soluzione  migliore,  prendere  una  decisione  opportuna  e  definire  la  strategia  di 
implementazione.  Fonte:  Falcone D.,  De Felice  F.,  Il  decision  making  e  i  sistemi  decisionali  
multicriterio, Hoepli, Milano (2009).

32 Yager R. R., Kacprzyk J., The Ordered Weighted Averaging Operators, Theory and Applications, 
Kluwer Academic Publishers, Norwell (1997).

33 Beliakov  G.,  Calvo  T.,  James   S.,  Aggregation  of  Preferences  in  Recommender  Systems, 
Recommender Systems Handbook, Springer, New York (2011).
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appartenenza massima.

Un operatore di aggregazione soddisfa le seguenti proprietà:

f (0,0 , ...,0⏟
n volte

)=0

f (1,1 ,... ,1⏟
n volte

)=1

se xi≤ y i (i=1,... , n) allora f (x)≤ f ( y) per ogni x , y ∈[0,1]
n

La terza proprietà è  la  monotonia in ciascun argomento, in base alla quale l'output 

finale non diminuisce al crescere di qualsiasi valore di input, a parità di tutte le altre 

circostanze.

In  letteratura  si distinguono diverse  classi  operatori di  aggregazione;  tra  le  più 

utilizzate  è  opportuno citare  l'integrale  di  Choquet34 (e le  relative  “misure  non 

additive”) e l'operatore OWA, descritto in seguito.

3.3.1  L'operatore di aggregazione OWA (Ordered Weighted Averaging)

Una famiglia di operatori di aggregazione applicata fin dall'introduzione in numerosi 

campi (ad esempio nei problemi di Decision Making basati sull'incertezza, nei sistemi 

esperti, nelle reti neurali ecc.) è stata proposta nel 1988 da R. Yager ed è denominata 

OWA (Ordered Weighted Averaging).

Dato  un  insieme  di  valori  da  aggregare  (a1,  a2,  …,  an)  un  operatore  OWA35 di 

dimensione n è una funzione fOWA:  Rn → R che ha associato un vettore W di pesi  di 

dimensione n tale che la somma dei componenti wi è pari a 1:

f OWA(a1, a2, ... , an)=∑
i=1

n

wi⋅bi

L'argomento bi è l'i-esimo elemento più grande tra gli elementi a1, a2, ...an. 

Il vettore W dei pesi corrisponde a:

W =[w1, w2,... , wn] tale che wi  ∈ [0, 1] e Σ wi=1.

34 Per approfondimenti si  veda:  Beliakov G.  et  al.,  Aggregation of  Preferences in  Recommender  
Systems, Recommender Systems Handbook, Springer, New York (2011).

35 Yager R. R., Kacprzyk J., The Ordered Weighted Averaging Operators, Theory and Applications, 
Kluwer Academic Publishers, Norwell (1997).
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Ad esempio, dato un insieme di valori da aggregare che rappresentano le preferenze 

del consumatore per 5 attributi di un prodotto (0,5  1,0  0,2  0,1  0,2) ed un vettore di 

pesi  W=[0,3  0,3  0,2  0,1  0,1],  il valore di aggregazione restituito dall'operatore 

OWA corrisponde a:

f OWA(0,5 1,0 0,2 0,1 0,2)=0,3⋅1,0+0,3⋅0,5+0,2⋅0,2+0,1⋅0,2+0,1⋅0,1=0,52

L'operatore OWA è definito di conseguenza come combinazione lineare tra i pesi wi e 

gli elementi  ai ordinati  tramite  in  senso  decrescente.  Ciascun peso  contenuto  nel 

vettore  W è  associato ad una  determinata  posizione.  L'ordine  degli  argomenti  da 

aggregare  ha  pertanto un  ruolo  fondamentale nell'operatore OWA,  in  quanto 

selezionando  adeguatamente i  pesi  del  vettore  W è  possibile  mettere  in  luce 

determinati argomenti al variare della posizione nell'ordinamento.

Un operatore OWA soddisfa le seguenti proprietà36:

1) fornisce  un  valore  compreso tra  il  minimo  ed il  massimo  degli  argomenti 

(compensativo):

min {a1, a2, ... , an }≤ f OWA(a1, a2,... , an)≤max {a1, a2, ... , an }

per ogni insieme di valori a1, ... , an

2) soddisfa l'idempotenza (unanimità):

f OWA(a1, a2, ... , an)=a quando ai=a per ogni i=1,... , n

3) è commutativo:

f OWA(a1, a2, ... , an)= f OWA(aπ(1) , aπ (2) ,... , aπ (n)) per ogni permutazione π

4) è monotono rispetto agli argomenti ai:

f OWA(a1, a2, ... , an)≥ f OWA(b1, b2, ... , bn) quando ai≥bi per ogni i=1,... , n

Si osservino i seguenti casi particolari:

• max: attribuendo peso 1 all'elemento n-esimo e peso 0 a tutti gli altri elementi si 

ottiene l'equivalente dell'operatore di massimo;

• min: attribuendo peso  0 all'elemento  n-esimo e peso  1 a tutti gli altri elementi si 

ottiene l'equivalente dell'operatore di minimo;

36 Torra V., The Weighted OWA operator, International Journal of Intelligent Systems, Vol. 12, Issue 
2, pp. 153-166 (1997).
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• media aritmetica: attribuendo peso 1/n a tutti gli elementi  si ottiene l'equivalente 

dell'operatore di media aritmetica.

Tuttavia, non è possibile calcolare la media pesata con un operatore OWA; tale limite 

ha stimolato la ricerca di nuovi operatori di aggregazione (ad es. WOWA, si veda il 

sottoparagrafo 3.3.3).

Per classificare gli operatori OWA in base alla posizione tra gli operatori OR e AND, 

Yager37 suggerì un valore numerico (compreso tra 0 e 1) denominato orness:

orness(w)=
1

n−1
⋅∑

j=1

n

(n−i )⋅w i

Il  comportamento  dell'operatore  OWA è  più simile  all'operatore  di  massimo se  il 

livello di orness si avvicina ad 1, mentre è  più simile all'operatore di minimo se  il 

livello di orness si avvicina a 0. Analogamente:

• se il vettore W è formato da pesi diversi da 0 nelle prime posizioni (ad es. [0,9  0,1 

0,0  0,0  0,0]), l'operatore OWA è simile all'operatore OR (orness(W)≥0,5) e mette 

in luce gli argomenti con valori più alti;

• se il vettore W è formato da pesi diversi da 0 nelle ultime posizioni (ad es. [0,0  0,0 

0,0 0,1 0,9]), l'operatore OWA è simile all'operatore AND (orness(W)<0,5) e mette 

in luce gli argomenti con valori più bassi38.

3.3.2  OWA e Quantificatori Linguistici

Una caratteristica  fondamentale  dell'operatore  OWA consiste  nella  possibilità  di 

associare i pesi al linguaggio naturale delle regole di aggregazione fuzzy per mezzo di 

“Quantificatori  Linguistici” (ad esempio  “la maggior parte”, “molti”,  “almeno  6”) 

che possono essere adoperati per rappresentare il numero  di elementi  o criteri  (nel 

caso  in  esame  gli  attributi del  prodotto)  che  soddisfano  una  proposizione. Gli 

argomenti possono  pertanto essere  aggregati  utilizzando  un  operatore  OWA che 

37 Yager R. R., Kacprzyk J., The Ordered Weighted Averaging Operators, Theory and Applications, 
Kluwer Academic Publishers, Norwell (1997).

38 Carlsson C., Fullér R., OWA operators for decision support, Proceedings of EUFIT'97 Conference, 
Verlag Mainz, Aachen (1997).
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definisce il significato (o la semantica) di un concetto espresso da un Quantificatore 

Linguistico  Q39.  Un  esempio  di  proposizione  che  utilizza  un  Quantificatore 

Linguistico Q relativo ad un'operazione di aggregazione è: 

“Un prodotto con Q attributi soddisfa il consumatore 1” 

Zadeh40 (1983)  suggerì che la  semantica di  un  Quantificatore  Linguistico  fuzzy  è 

rappresentabile tramite  un  sottoinsieme fuzzy  nell'intervallo  [0,1];  dato  un 

Quantificatore Linguistico Q, il grado di appartenenza Q(r) indica la misura per cui la 

quota  r   ∈ [0,1] soddisfa  il  concetto  definito da  Q,  ovvero  in  che  misura  r è 

compatibile con Q (Boroushaki e Malczewski, 2008). I valori che il parametro r può 

assumere dipendono dal numero di criteri considerati per l'aggregazione: ad esempio, 

considerati  n=5 criteri,  il  parametro r relativo al  primo  criterio  corrisponde  a 

r=i/n=1/5; il parametro r relativo al secondo criterio corrisponde a r=2/5 ecc.

Zadeh41 propose di distinguere i quantificatori tra assoluti e relativi (proporzionali):

• quantificatori  assoluti:  rappresentano  i  termini  linguistici  tramite  un  numero 

assoluto, ad esempio “almeno 3”, “più di 7”;

• quantificatori  relativi  (proporzionali):  rappresentano i  termini  linguistici  tramite 

una proporzione x che varia nell'intervallo unitario, ad esempio “almeno il 50%”, 

“molti”, “pochi” ecc.

Tramite  l'uso  di  un  Quantificatore  Linguistico  è  possibile  fornire  una 

rappresentazione matematica  di  un termine  linguistico;  ad esempio,  considerato il 

Quantificatore  Linguistico  relativo Q=  “almeno  il  50%”,  il  sottoinsieme fuzzy 

corrispondente può essere costruito nel modo seguente:

Q(r )={
0 se r<0
r

0,5
se 0≤r≤0,5

1 se r>0,5
}

39 Ruan  D.,  Hardeman  F.,  Van  Der  Meer  K.,  Intelligent  Decision  and  Policy  Making  Support  
Systems, Springer Berlin Heidelberg (2008).

40 Zadeh L. A., A computational approach to fuzzy quantifiers in natural languages, Computing and 
Mathematics with Applications, Vol.9, Issue 1, pp.149-184 (1983).

41 Zadeh L. A., A computational approach to fuzzy quantifiers in natural languages, Computing and 
Mathematics with Applications, Vol.9, Issue 1, pp.149-184 (1983).
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La rappresentazione grafica del quantificatore è riportata nella Figura 3.2.

Ritornando all'esempio di  cui  sopra con  4 criteri,  il  valore  in  ascissa  r=3/4=0,75 

soddisfa pienamente il  concetto definito da  Q,  in quanto  in corrispondenza di tale 

punto l'appartenenza è massima: Q(0,75)=1.

I  quantificatori  relativi  a  loro  volta  possono  essere  raggruppati in  tre  categorie: 

Monotono non decrescente, Monotono non crescente Regolare, Unimodale Regolare 

[Yager, 1991].

Un  Quantificatore  Monotono  non decrescente  (ad  es. “la maggior parte”, “tutti”) è 

una funzione Q: [0,1] → [0,1] che soddisfa le seguenti proprietà:

1) Q(0)=0

2) Q(1)=1

3) se x > y  allora  Q(x) ≥ Q(y)  (funzione non descrescente).

In tale tipo di quantificatore maggiore è il numero di criteri soddisfatti, maggiore il 

soddisfacimento.

Un Quantificatore Monotono non crescente Regolare (ad es. “non tutti”, “nessuno”) è 

una funzione Q: [0,1] → [0,1] che soddisfa le seguenti proprietà:

1) Q(0)=1

2) Q(1)=0

3) se x < y  allora  Q(x) ≥ Q(y)  (funzione non crescente).

In tale tipo di quantificatore minore è il numero di criteri soddisfatti, maggiore è  il 

soddisfacimento (ad esempio per criteri quali il costo da sostenere).
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Fig. 3.2 – Insieme fuzzy del Quantificatore  
Linguistico "almeno il 50%".

Fonte: elaborazione personale.



Un Quantificatore Unimodale Regolare (ad es. “circa γ”) è una funzione 

Q: [0,1] → [0,1] che soddisfa le seguenti proprietà:

1) Q(0)=Q(1)=0

2) Q(x)=1  per a ≤ x ≤ b

3) se x ≤  y ≤  a  allora  Q(x) ≥ Q(y)

4) se x ≥  y ≥  b  allora  Q(x) ≤ Q(y)

In tale tipo di quantificatore il massimo grado di soddisfacimento è ottenuto quando 

esattamente γ è soddisfatto.

Yager (1996) suggerì che  il  Quantificatore  Monotono  Regolare  fosse  tra tutti  il più 

adeguato per i problemi di aggregazione multicriteriale, in quanto esso rappresenta il 

seguente concetto: maggiore è il numero di criteri soddisfatti  (ovvero gli elementi 

inclusi  nell'insieme),  maggiore  è  il  soddisfacimento.  Tale  tipo  di  quantificatore  è 

chiamato Regular Increasing Monotone (RIM)42; 

Un metodo per generare un quantificatore RIM e pertanto definire il  sottoinsieme 

fuzzy corrispondente consiste nella definizione di parametro α>0 [Yager, 1996]:

Q(r) = rα

Al variare del parametro α è pertanto possibile generare diversi tipi di Quantificatori 

Linguistici RIM, in modo da superare il rigido approccio booleano che vincolerebbe 

la  scelta tra  due  soli  quantificatori  collocati  agli  estremi:  “almeno uno”  o “tutti”, 

corrispondenti   rispettivamente  alle  operazioni  “OR”  (con α→0)  e  “AND”  (con 

α→1).  Tramite il  parametro  α è possibile generare  diversi  quantificatori intermedi 

(pochi, alcuni, metà, tanti, la maggior parte).

Si  comprende  come il  parametro  α  sia strettamente  legato  alla  misura  orness, in 

quanto  esprime il grado di ottimismo dell'utente  in merito al numero di criteri che 

vorrebbe  venissero soddisfatti  nell'aggregazione:  più  alti sono  i  pesi  nelle  prime 

posizioni del vettore W, maggiore è il grado di ottimismo dell'utente43. Per esaudire le 

42 Eldrandaly K. A., Exploring multi-criteria decision strategies in GIS with linguistic quantifiers: an  
extension  of  the  analytical  network  process  using  ordered  weighted  averaging  operators, 
International Journal of Geographical Information Science, Vol. 27, Issue 12. (2013).

43 Zarghami  M.,  Szidarovsky  F.,  Fuzzy  quantifiers  in  sensitivity  analysis  of  OWA  operator, 
Computers and Industrial Engineering, Vol. 54, Issue 4, pp. 1006-1018 (2007).
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richieste  dell'utente  estremamente  ottimista  è  sufficiente che  un  solo  criterio  sia 

soddisfatto (orness=1), considerando il massimo valore di appartenenza; per esaudire 

le richieste dell'utente estremamente pessimista al contrario tutti i criteri  dovrebbero 

essere soddisfatti  (orness=0),  considerando  il  minimo  valore  d'appartenenza.  Al 

variare del parametro α è possibile descrivere diversi livelli di ottimismo/pessimismo 

e di conseguenza è possibile determinare diverse configurazioni di pesi wi (Tab.  3.1).

Tab. 3.1 – Quantificatori Linguistici RIM al variare del parametro α.

α
Quantificatore 

(Q)
Pesi OWA Orness Approccio

α → 0
Almeno uno 
(OR, MAX)

w1=1, wj=0 per 
tutti gli altri

1
Estremamente 

ottimista

α = 0,1 Pochi * * Molto ottimista

α = 0,5 Alcuni * * Ottimista

α = 1 Metà wj=1/n per ogni j 0,5 Neutrale

α = 2 Tanti * * Pessimista

α = 10 La maggior parte * * Molto pessimista

α → ∞
Tutti

(AND, MIN)
wn=1, wj=0 per 

tutti gli altri
0

Estremamente 
pessimista

Fonte: Eldrandaly K. A., Exploring multi-criteria decision strategies in GIS with linguistic  

quantifiers: an extension of the analytical network process using ordered weighted averaging  

operators, International Journal of Geographical Information Science, Vol. 27, Issue 12  

(2013).

La rappresentazione grafica dei sottoinsiemi fuzzy per alcuni valori di α è riportata 

nella  Figura 3.3.
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L'applicazione dei quantificatori  RIM permette di effettuare il calcolo dei pesi del 

vettore W in base alla proporzione di criteri che si desiderano essere soddisfatti. In un 

Quantificatore  Monotono  non  decrescente  Regolare  ciascun peso wi rappresenta 

infatti  l'incremento  di  soddisfazione  nel  raggiungere  il  criterio  i rispetto  ad  aver 

raggiunto il criterio precedente (i-1).  Ad esempio, dato un vettore  W=[0,3   0,3   0,2 

0,1  0,1], il terzo peso (0,2) rappresenta l'incremento del grado di soddisfazione nel 

passare da due a tre criteri soddisfatti. 
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Fig. 3.3 –  Rappresentazione dei Quantificatori Linguistici RIM al variare  
del parametro α.

Fonte: Eldrandaly K. A., Exploring multi-criteria decision strategies in GIS  
with linguistic quantifiers: an extension of the analytical network process  

using ordered weighted averaging operators, International Journal of  
Geographical Information Science, Vol. 27, Issue 12 (2013).



Ciascun peso wi può essere ricavato per un quantificatore RIM utilizzando la seguente 

formula44:

w i=Q (
i
n
)−Q(

i−1
n

)  per i che va da 1 a n.

Si ricorda che n corrisponde al numero di criteri da tenere conto nell'aggregazione.

Come esempio,  si  consideri  il quantificatore  RIM:  “tanti”  (α=2) e  4  criteri  da 

aggregare. I pesi OWA  sono calcolati nel modo seguente:

w1=Q(
1
4
)−Q (

0
4
)=(

1
4
)

2

−0=0,063

w2=Q (
2
4
)−Q(

1
4
)=(

2
4
)

2

−(
1
4
)

2

=0,187

w3=Q(
3
4
)−Q (

2
4
)=(

3
4
)

2

−(
2
4
)

2

=0,313

 w4=Q (
4
4
)−Q(

3
4
)=(1)2

−(
3
4
)

2

=0,437

Ai fini di calcolo dei pesi del vettore W sono stati proposti  altri metodi oltre all'uso 

dei  Quantificatori  Linguistici:  ad  esempio,  seguendo  l'approccio  suggerito  da  O' 

Hagan è possibile, definita una misura di  orness,  determinare i pesi risolvendo un 

problema di ottimizzazione vincolata45.

44 Per maggiori dettagli si veda:  Yager R. R.  et al., The Ordered Weighted Averaging Operators,  
Theory and Applications, Kluwer Academic Publishers, Norwell (1997).

45 O’Hagan M., Aggregating Template Or Rule Antecedents In Real-Time Expert Systems With Fuzzy  
Set Logic, Proc. 22nd Annual Asilomar Conference on Signals, Systems, and Computers, IEEE & 
Maple Press, Pacific Grove (1998).
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3.3.3  L'operatore di aggregazione WOWA 

L'operatore OWA combina un set di valori a seconda di un set di pesi, in modo simile 

all'operatore di media pesata con pesi pi (p1, p2, …, pn) definito nel modo seguente:

 f media pesata(a1, a2, ... , an)=∑
i=1

n

p i⋅ai  tale che pi  ∈ [0, 1] e Σ pi=1.

La differenza tra media pesata e OWA è riconducibile al significato dei pesi: mentre 

nella prima i pesi misurano la rilevanza dei diversi criteri46, nell'operatore OWA i pesi 

sono associati ai diversi valori ordinati in modo decrescente; ne consegue che in tale 

operatore il risultato finale  non è influenzato in alcun modo dalla rilevanza dei vari 

criteri.

Una  particolare  funzione  di  aggregazione  che  considera  contemporaneamente  la 

rilevanza dei criteri e la rilevanza dei valori  da aggregare  (combinando pertanto i 

vantaggi  dell'operatore  di  media  pesata  con  i  vantaggi  dell'operatore  OWA)  è 

denominato WOWA, ovvero “Weighted OWA” [Torra, 1997]47.

Dati  n argomenti  da  aggregare,  si  associ  a  ciascun  argomento  un  peso  pi 

corrispondente alla rilevanza dell'i-esimo criterio. Si ordinino gli argomenti in senso 

decrescente e con essi i pesi pi corrispondenti:

(a1≥a2≥a3, ... ,≥an)

( p1 p2 p3 ... pn)

Il  peso  p1 corrisponde  alla  rilevanza  dell'argomento  più  grande  (a1),  il  peso  pn 

corrisponde alla rilevanza dell'argomento più piccolo (an).

Successivamente si  consideri  la formula  definita in precedenza per calcolare  i pesi 

OWA con un Quantificatore Linguistico RIM, estesa nel modo seguente:

w i=Q (
1
n
+

1
n
+...+

1
n⏟

i volte

)−Q (
1
n
+

1
n
+...+

1
n⏟

i−1 volte

)

46 Più in generale, i pesi della media pesata misurano l'importanza di una fonte di informazione (o del 
parere  di  un  esperto).  Nei  problemi  di  Decision  Making  multicriteriali  i  pesi  corrispondono 
all'importanza dei criteri. Fonte: Yager R., Kacprzyk J., Beliakov G., Recent Developments in the  
Ordered Weighted Averaging Operators: theory and practice, Springer Berlin Heidelberg (2011)

47 Torra V., The Weighted OWA operator, International Journal of Intelligent Systems, Vol. 12, Issue 
2, pp. 153-166 (1997).
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Nell'operatore OWA tutti i criteri hanno medesima rilevanza; dal momento che n è il 

numero totale di criteri, ne consegue che in tale operatore ciascun peso pi è eguale a 

1/n. Indicando i pesi wi con ωi la formula di cui sopra diviene:

ωi=Q( p1+ p2+...+ pi)−Q ( p1+ p2+...+ pi−1)  con pi=1/n

In altri termini:

ωi=Q(∑
j=1

i

p i)−Q(∑
j=1

i−1

pi)

La sommatoria di tutti i pesi ωi  ∈ [0, 1] è uguale a 1.

L'operatore WOWA corrisponde alla combinazione lineare tra gli argomenti ordinati 

in senso decrescente ed i relativi pesi ωi:

f WOWA(a1≥a2≥a3,... ,≥an)=∑
i=1

n

ai⋅ωi

Di  conseguenza,  l'operatore  WOWA  coincide  con  l'operatore  OWA quando  si 

considera eguale rilevanza  per  tutti  i  criteri  (pi=1/n).  In  caso contrario  l'operatore 

WOWA permette  di  combinare  i  vantaggi  dell'operatore  di  media  pesata  con  i 

vantaggi dell'operatore OWA, in quanto tiene conto sia della diversa rilevanza dei 

criteri sia della diversa rilevanza degli argomenti da aggregare.  Per una spiegazione 

più dettagliata dell'operatore WOWA, si veda l'Appendice A.

Un operatore WOWA soddisfa le seguenti proprietà:

1) fornisce un valore compreso tra il minimo ed il massimo degli argomenti;

2) soddisfa l'idempotenza (unanimità);

3) è commutativo se e solo se  pi=1/n per ogni  i=1,..., n  tale che  wi  ≠ 0 (in  questo 

caso corrisponde all'operatore OWA); 

4) è monotono rispetto agli argomenti ai;

5) determina  la  dictatorship48 dell'i-esimo  valore  quando  pi=1 e  pj=0  per  ogni 

j=1,..., n tranne per j ≠ i;

6) fornisce la media aritmetica quando pi=1/n e wi=1/n  per ogni i=1,..., n.

48 L'i-esimo valore domina su tutti gli altri.
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Esempio numerico di aggregazione WOWA

Si consideri un set di valori da aggregare (0,9  0,2  0,1   0,4)  tramite WOWA, con 

vettore di pesi  P  = [0,4  0,1  0,2  0,3] corrispondente alla rilevanza dei criteri.  Si 

effettui una permutazione per ordinare tali valori dal più grande al più piccolo:

a=(0,9  0,4  0,2  0,1)

Si ordinino di conseguenza gli elementi del vettore P associati a ciascun valore:

P=[0,4  0,3  0,1  0,2]

In base al vettore di pesi P ordinati, i primi due valori sono più rilevanti rispetto agli 

altri due.

Il Quantificatore Linguistico Q è definito dalla seguente funzione:

 Q(r )={(
r

0,5
)

2

⋅0,5 se r<0,5

1−(
1−r
0,5

)
2

⋅0,5 se r≥0,5}
La rappresentazione grafica di Q è riportata nella Figura 3.4.
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Fig. 3.4 - Funzione di interpolazione.
Fonte: Torra V., The Weighted OWA operator, International Journal of Intelligent  

Systems, Vol. 12, Issue 2, pp. 153-166 (1997).



I pesi wi sono calcolati come segue:

w i=Q (
i
n
)−Q(

i−1
n

)

w1=Q(
1
4
)−Q (

1−1
4

)=0,125

w2=Q (
2
4
)−Q(

2−1
4

)=0,375

w3=Q(
3
4
)−Q (

3−1
4

)=0,375

w4=Q (
4
4
)−Q(

4−1
4

)=0,125

I pesi ωi sono calcolati come segue:

ωi=Q(∑
j=1

i

p i)−Q(∑
j=1

i−1

pi)

ω1=Q (0,4)−Q (0)=0,32

ω2=Q(0,4+0,3)−Q(0,4)=0,50

ω3=Q (0,4+0,3+0,1)−Q(0,4+0,3)=0,10

ω4=Q(0,4+0,3+0,1+0,2)−Q (0,4+0,3+0,1)=0,08

Si noti come i primi due pesi siano più alti rispetto ai restanti due.

A questo punto è possibile aggregare i valori ordinati tramite la funzione WOWA:

f WOWA(a1≥a2≥a3,... ,≥an)=∑
i=1

n

ai⋅ωi

f WOWA(0,9 0,4 0,2 0,1)=0,9⋅0,32+0,4⋅0,50+0,2⋅0,10+0,1⋅0,08=0,516
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3.4      Stesura del recommender system

Il recommender system proposto è applicabile alla stragrande maggioranza dei  siti 

e-commerce B2C dotati di un catalogo virtuale, ovvero di un insieme dei prodotti in 

vendita accessibile  ai  consumatori in  qualsiasi  momento.  Gli utenti  all'interno del 

portale possono sfogliare l'offerta e visualizzare le descrizioni dettagliate dei prodotti, 

organizzati per categorie; accedendo ad una sezione del sito essi possono esprimere le 

loro  preferenze  in  modo  flessibile  ed  intuitivo,  considerando  l'incertezza  nella 

definizione delle caratteristiche desiderate in un prodotto.

La stesura del recommender system è sintetizzata in quattro fasi:

1) definizione del catalogo virtuale prodotti e del dataset;

2) inserimento dei prodotti nel dataset;

3) definizione delle preferenze del consumatore;

4) matching  tra  membership  function  e  caratteristiche  dei  prodotti;  aggregazione 

delle  preferenze  del  consumatore  (WOWA)  e  visualizzazione  dei  prodotti 

consigliati.

La Figura 3.5 riassume schematicamente la struttura del sistema.

70



71

Fig. 3.5 - Struttura del recommender system.



3.4.1  Definizione del catalogo virtuale prodotti e del dataset

Il catalogo prodotti  X = {x1, x2, …, xz} utilizzato nel recommender system in esame 

consiste  in  un  insieme  di  z prodotti  messi  in  vendita  dal  venditore  nel  sito 

e-commerce, consultabile online dai visitatori del portale; i prodotti sono organizzati 

in varie macrocategorie (MCt) che a loro volta contengono diverse sottocategorie (go) 

per una consultazione più  agevole da parte dell'utente. Ad esempio, in un negozio 

virtuale di materiale informatico una macrocategoria è denominata MC1=“hardware”, 

mentre  le sottocategorie  contenute  in  essa  sono  denominate g1=“schermi  LCD”; 

g2=“stampanti”; g3 = “scanner” ecc. Ogni sottocategoria go è quindi definita come un 

sottoinsieme di X di prodotti xj
go:

go = {x1
go, x2

go, …, xn
go} con j che varia da 1 a n.

Ogni j-esimo prodotto presente in una specifica sottocategoria go è definito attraverso 

un vettore di m caratteristiche ck
go(xj), raccolte nell'insieme Cgo(xj):

Cgo(xj) = {c1
go(xj), c2

go(xj), …, cm
go(xj)} con k che varia da 1 a m.

Le caratteristiche  corrispondono alle specifiche tecniche che  descrivono gli  attributi 

del  prodotto;  ad  esempio,  se  il  prodotto  x1
g1 è un  hard  disk della  sottocategoria 

g1=“memorie esterne”, la caratteristica c1
g1(x1)=“Intel” corrisponde al  produttore, la 

caratteristica c2
g1(x1)=40 corrisponde alla memoria fisica in Gigabyte, la caratteristica 

c3
g1(x1)=1.500 corrisponde al peso  in grammi ecc. Gli attributi di un prodotto sono 

molteplici e variano a seconda della natura del prodotto; tra gli attributi più ricorrenti 

si  possono ricordare: le funzioni di  base del prodotto,  il  prezzo,  la dimensione,  il 

peso,  l'ingombro,  la  forma,  il  colore,  il  design,  i  servizi  accessori,  la  qualità,  la 

garanzia e la marca. Si indichi le denominazioni di tali attributi con ATTk
go, con k che 

varia da 1 a m.

Ciascuna caratteristica  cj
go è definita  in un range  RDD(cj

go) , ovvero  un  insieme di 

definizione dei possibili valori (v) che essa può assumere:

RDD (cj
go) = {v1, v2 , …, vq}
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Le caratteristiche dei prodotti possono essere espresse tramite diversi tipi di variabili, 

a seconda della natura:

• variabili  continue  (numeri  interi  o  reali  in  un  insieme continuo,  ad esempio 

“prezzo”);

• variabili  discrete ordinali  (ordinate a seconda di un criterio preciso, esse possono 

assumere uno o più valori  in un insieme discreto;  in genere i valori più prossimi 

all'estremo sinistro del range di definizione corrispondono a minore soddisfazione 

dell'utente,  mentre  i  valori  più  prossimi  all'estremo  destro  corrispondono  a 

maggiore soddisfazione, ad esempio “anni di garanzia del prodotto”);

• variabili  booleane (possono assumere  un valore falso oppure un valore vero,  ad 

esempio “spedizione inclusa”);

• variabili nominali (possono assumere una serie di valori predefiniti, ad esempio 

“nome del produttore”).

Il  catalogo  virtuale  ottiene i  dati  da  un  apposito  dataset,  contenente  le  varie 

macrocategorie  e sottocategorie di prodotti, le  denominazioni degli attributi (ad  es. 

“prezzo”, “peso”, “colore” ecc.) e  le specifiche tecniche del prodotto (ad  es. “10”, 

“0,5”,  “rosso” ecc.). 

Le relazioni tra le variabili del dataset sono del tipo “uno a molti” (Fig. 3.6):

• ciascuna macrocategoria  può  contenere  molte  sottocategorie,  mentre  ciascuna 

sottocategoria può appartenere ad una sola macrocategoria;

• ciascuna sottocategoria può contenere molti prodotti, mentre ciascun prodotto può 

appartenere ad una sola sottocategoria;

• ciascuna sottocategoria può contenere molte denominazioni degli attributi, mentre 

ciascuna denominazione di attributo è associata ad un solo prodotto49;

• ciascun  prodotto  può  contenere  molte  specifiche  tecniche,  mentre  ciascuna 

specifica tecnica è riferita ad un solo prodotto;

• ciascuna  denominazione di attributo può contenere molte specifiche  tecniche del 

49 Per evitare casi di omonimia tra differenti prodotti con coincidenti denominazioni di attributi è 
necessario chiamare tali denominazioni includendo la categoria go (esempio: peso_g1, prezzo_g1;  
peso_g2, prezzo_g2 ecc.).

73



prodotto, mentre ciascuna specifica  tecnica  del prodotto è associata ad una sola 

denominazione di attributo.

3.4.2  Inserimento dei prodotti nel dataset

Il  venditore ha la  possibilità  di  inserire nuovi prodotti  e  nuove categorie  nel sito, 

modificando  i  record del  dataset  dinamicamente. Per  inserire  una  nuova 

sottocategoria occorre rispettare quanto segue:

1) denominare la  sottocategoria  ed  inserire  la  stessa nella  macrocategoria  più 

opportuna;

2) analizzare le caratteristiche dei prodotti facenti parte della categoria e definire gli 

attributi utili ai fini della ricerca da parte dell'utente;
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3) definire la natura delle variabili relative agli attributi (continue, discrete ordinali, 

booleane, nominali); 

4) impostare il range di definizione delle variabili in base ai prodotti da inserire nella 

sottocategoria.

Per  quanto  concerne  l'aggiunta  di  un  nuovo  prodotto  nel  dataset,  il  venditore 

individua la  sottocategoria  più opportuna  (o  ne crea una  ex novo) ed  inserisce le 

specifiche tecniche rispettando la natura delle variabili.

La  Tabella  3.2 illustra  un esempio di inserimento degli  attributi principali  di una 

fotocamera digitale nel dataset.

Tab. 3.2 – Definizione delle caratteristiche di un prodotto appartenente ad una categoria.

Attributo
(ATTk

go)
Tipologia variabile

Range di definizione
(RDD)

Prezzo (€) Continua [0; 2.000]

Anni di garanzia Discreta ordinata [0, 1, ..., 10]

Produttore Nominale [Canon, Nikon, Fujifilm]

Peso (grammi) Continua [100; 5.000]

Megapixel Continua [0,5; 50]

Zoom Discreta ordinata [1, 2, ..., 50]

Memoria (MB) Continua [0; 40.000]

Somma 
dimensioni

Continua [10; 500]

Flash Booleana [Sì, No]

3.4.3  Definizione delle preferenze del consumatore

L'utente, una volta collegatosi al portale e-commerce, può accedere ad una sezione di 

ricerca prodotti nella quale può inserire le proprie preferenze in modo flessibile. Una 

volta selezionata la sottocategoria relativa al prodotto che vorrebbe acquistare egli è 

libero  di  impostare  la  ricerca  includendo  da  1 a T attributi,  definendo  in  termini 

precisi  od imprecisi le specifiche tecniche desiderate.  Al fine di rendere la ricerca 

efficiente è utile porre arbitrariamente un limite massimo di attributi selezionabili dal 
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consumatore;  nel  recommender system in esame  tale  limite viene fissato  pari  a  6 

(T≤6).

Stabilito che  le  preferenze  del consumatore sono esprimibili mediante  fuzzy 

membership  per  descrivere l'incertezza,  tali preferenze sono generalmente 

rappresentabili  attraverso funzioni  trapezoidali  (Fig.  3.7)  di parametri  e',  f',  g',  h', 

dove l'intervallo [f', g'] rappresenta la certezza o massima soddisfazione (μ=1) mentre 

gli intervalli [e', f') e (g', h'] rappresentano l'incertezza, con μ=[0,1).

Al fine di permettere ricerche con termini imprecisi  il sistema consente all'utente di 

definire un grado di precisione p ∈ (0, 1]; se p=1 la ricerca è precisa (crisp), ovvero il 

consumatore  ricerca  il  valore  esatto  che  esprime  una  caratteristica  del  prodotto 

desiderato,  mentre  per valori di  p<1 la  ricerca  è  imprecisa o fuzzy  (più il grado di 

precisione è vicino a 0, più imprecisa è la ricerca). 

La costruzione delle funzioni di appartenenza è correlata con il tipo di variabili che 

specificano  gli  attributi  dei  prodotti;  in  seguito  si  illustra  un  metodo  di  calcolo 

illustrato da J. J Castro-Schez et al.50.

Fuzzy membership per variabili continue (numeri interi e reali)

Le caratteristiche ideali per il consumatore definite attraverso variabili continue (ad 

esempio,  il  prezzo di un prodotto) possono essere espresse in due modi: l'utente  è 

libero di impostare un range di valori oppure un valore singolo.

50 Castro-Schez J. J., Miguel R., Vallejo D., Lòpez-Lòpez L. M.,  A highly adaptive recommender  
system based on fuzzy logic for B2C e-commerce portals, Expert Systems with Applications, Vol. 
38, Issue 3, pp. 2441-2454 (2011).
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Fig. 3.7 - Membership function trapezoidale 
relativa alla preferenza del consumatore per  

un attributo.



Nel  primo caso l'utente  immette  nella  ricerca due valori  (v1,  v2)  corrispondenti  ai 

parametri  f' e g' in  base alle  proprie preferenze (ad  es.  “un  prezzo da 250 a 300 

euro”), mentre i parametri per la costruzione della fuzzy membership trapezoidale 

sono calcolati nel modo seguente:

e ' = f ' −[( g ' − f ' )⋅
(1− p)

p
]

h '=g ' +[(g '− f ' )⋅
(1− p)

p
]

Definendo  p l'utente è in grado  di  ampliare o  di  ridurre il  range dei valori  che il 

prodotto ideale  può assumere con  μ=[0,1)  per  un determinato attributo51,  ovvero  di 

ampliare o di ridurre la base maggiore del trapezio e di conseguenza i lati obliqui. Se 

l'utente  imposta  un  grado  di  precisione  pari  ad  1,  la  funzione  di  appartenenza 

risultante  è  pari  ad  un  intervallo di  valori  crisp (in  corrispondenza  di  μ=1),  con 

parametri e'=f ' e g'=h' (Fig. 3.8).

Nel caso in cui l'utente imposti un valore singolo (v1)  anziché un range di valori, la 

funzione di appartenenza risulta essere un triangolo isoscele  (Fig. 3.9), in quanto i 

parametri f' e g' sono eguali e corrispondenti al valore stesso.

51 Nel caso in cui l'utente imposti un range di valori troppo ampio e/o un grado di precisione troppo 
basso è possibile che i  valori  assunti  dal parametro e' oppure dal  parametro  h' della funzione 
eccedano gli estremi del range di definizione della variabile; in tal caso la funzione risulta tagliata 
a sinistra e/o a destra in corrispondenza dei valori min(RDD) o max(RDD).
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Fig. 3.8 - Membership function rettangolare 
relativa alla preferenza del consumatore per  

un attributo.



I parametri e' e h' sono calcolati nel modo seguente52:

e ' = f '−{[max(RDD (c go
j ))−min (RDD(cgo

j ))]⋅0,05}⋅(1−p)

p

h '=g ' + {[max (RDD (cgo
j ))−min(RDD(cgo

j ))]⋅0,05}⋅(1− p)

p

I  valori  max(RDD(cj
go)) e  min(RDD(cj

go)) corrispondono  ai  valori  estremi  della 

caratteristica cj
go. Nel caso in cui l'utente imposti un grado di precisione pari ad 1, la 

funzione  di  appartenenza  risultante  è  pari  ad  un  singolo  valore  crisp, ovvero  un 

singleton fuzzy, con parametri e'=f'=g'=h'. 

Fuzzy membership per variabili booleane, discrete ordinate e nominali

Le caratteristiche ideali per il consumatore definite attraverso variabili  booleane (ad 

esempio,  presenza  o assenza  di un determinato componente  nel prodotto)  possono 

essere  espresse  tramite due  membership  function  singleton che  rappresentano  gli 

unici valori  ammessi (0  o  1);  in corrispondenza di  μ=1 il valore 0  significa  “falso” 

mentre il valore 1 significa “vero” (Fig. 3.10).

52 Per calcolare i valori assunti dai parametri  e' e  h' è necessario specificare,  oltre a  p, un ulteriore 
parametro  (β) per  controllare  la  lunghezza  della base  del  triangolo.  Nel  modello  proposto da 
Castro-Schez J. J. et al., a seguito di diversi esperimenti, è stato fissato un valore significativo di β 
pari  a  0,05.  Il  medesimo  valore  è  stato  ritenuto  appropriato  anche  nelle  simulazioni  del 
recommender system proposto.  Fonte:  Castro-Schez J. J.  et al., A highly adaptive recommender  
system based on fuzzy logic for B2C e-commerce portals, Expert Systems with Applications, Vol. 
38, Issue 3, p. 2445 (2011).
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Fig. 3.9 - Membership function triangolare  
relativa alla preferenza del consumatore per  

un attributo.



Per quanto concerne le variabili discrete ordinate, le membership function sono di 

tipo  singleton,  tante  quanti  sono  i  valori  nel  range  di  definizione;  l'utente  può 

naturalmente selezionare un solo valore oppure un range di valori (Fig. 3.11).

Infine,  le  variabili  nominali  sono  espresse  ancora  tramite  membership  function 

singleton; l'utente  può selezionare uno o più valori nella sezione di ricerca, disposti 

nella sezione di ricerca senza alcun criterio di ordinamento.

Appurato che la ricerca degli attributi definiti con variabili booleane, discrete ordinate 

e  nominali  è  di  tipo  crisp,  all'utente  non  è  richiesto  l'inserimento  del  grado  di 

precisione p, il quale corrisponde implicitamente ad 1.
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Fig. 3.10 - Membership function singleton 
per variabili booleane (vero).

Fig. 3.11 - Membership function singleton 
per variabili discrete ordinate

(range da v1 a v3).



3.4.4  Matching tra membership function e caratteristiche dei prodotti

Eseguendo  un'operazione  di  matching  (abbinamento)  tra  le  membership  function 

definite dall'utente ed  i valori degli  attributi del prodotto  (le specifiche tecniche) il 

sistema ottiene i gradi di preferenza del consumatore relativi a tali attributi. In altre 

parole, dati gli insiemi fuzzy che rappresentano le preferenze dell'utente, si ricavano i 

gradi  di  appartenenza  μ in  corrispondenza  dei  valori  crisp  relativi a T attributi 

selezionati del prodotto. Si indichino tali gradi di appartenenza con μ(ck(xj)). 

Per  ciascun  prodotto  della  categoria  considerata  si  ottiene  un  vettore di  gradi  di 

appartenenza μ da aggregare (Tab. 3.3).

Tab 3.3 – Gradi di appartenenza da aggregare.

Prodotto xj
go  [μ(c1(xj)), μ(c2(xj)), μ(c3(xj)), μ(c4(xj)),..., μ(cT(xj))]

Prodotto xj+1
go [μ(c1(xj+1)), μ(c2(xj+1)), μ(c3(xj+1)), μ(c4(xj+1)),..., μ(cT(xj+1))]

...

Prodotto xn
go [μ(c1(xn)), μ(c2(xn)), μ(c3(xn)), μ(c4(xn)),..., μ(cT(xn))]

3.4.5  Aggregazione delle preferenze del consumatore (WOWA) e visualizzazione 

dei prodotti consigliati

Una volta ottenuti i vettori dei gradi di preferenza del consumatore relativi a ciascun 

prodotto della categoria selezionata il sistema effettua l'aggregazione con l'operatore 

WOWA. Si riporta la formula descritta in precedenza:

f WOWA(a1≥a2≥a3,... ,≥aT)=∑
i=1

T

a i⋅ωi  

I pesi ωi sono ricavati nel modo seguente:

ωi=Q(∑
k=1

i

p i)−Q(∑
k=1

i−1

p i)  
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Per determinare il vettore di  pesi  P ed il parametro  α è  possibile applicare diversi 

metodi; ad esempio adoperando tecniche di “fuzzy AHP”53 è possibile estrapolare tali 

informazioni con l'ausilio di un questionario da sottoporre agli utenti. In questa sede 

viene  proposto un approccio che,  con alcune semplificazioni, permette di ricavare i 

due vettori di pesi grazie ad input specifici forniti dal consumatore.

Determinazione del vettore di pesi P

L'input pk(ATTk
go) è relativo al peso che il consumatore attribuisce all'attributo ATTk

go; 

ad  esempio,  se  l'attributo  ATT1
go corrisponde  a  “dimensione”  e  l'attributo  ATT2

go 

corrisponde  a  “produttore”,  un utente che  attribuisce  maggiore  importanza  al 

produttore del bene stabilisce un peso più alto al secondo attributo rispetto al primo. 

Ai  fini  della  determinazione  dei  pesi  pk l'utente  è  invitato a  compilare un  breve 

questionario  nel quale definisce  la rilevanza degli attributi selezionati su una scala 

“likert”54 di cinque  termini linguistici (da rilevanza “molto bassa” a “molto alta”); 

ciascun termine è associato ad un determinato valore numerico l (Tab. 3.4).

Tab. 3.4 – Questionario rilevanza attributi.

Attributo Rilevanza attributo

ATTk
go

molto bassa
(l=0,10)

bassa
(l=0,25)

media
(l=0,50)

alta
(l=0,75)

molto alta
(l=0,90)

Per ciascun attributo  ATTk
go il consumatore seleziona un unico valore lk(ATTk

go);  per 

tradurre  tali  valori  nei  pesi  pk(ATTk
go)  è  possibile  effettuare  un'operazione  di 

normalizzazione:

pk (ATT go
k
)=

l k (ATT go
k
)

∑
k=1

T

l k (ATT go
k
)

53 Il  metodo  AHP (Analytic  Hierarchy Process) è  utilizzato soprattutto  nei  problemi di  Decision 
Making multicriteriali e consente, tra le altre cose, di modellare le opinioni dei soggetti in base alle 
loro  valutazioni  di  diverse  alternative  disponibili  (ad  esempio  tramite  le  cosiddette fuzzy  
preference relations).

54 Tecnica per misurare l'atteggiamento dell'utente utilizzando una serie di opzioni che spaziano da 
un estremo all'altro.
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La somma di tutti i pesi pk risulta naturalmente pari a 1.

Ad esempio,  se il  consumatore seleziona  T=4 attributi  di  un prodotto  assegnando 

rilevanza  alta  al  primo  attributo,  rilevanza  molto  bassa  al  secondo  attributo  e 

rilevanza media al terzo ed al quarto attributo, egli compilerà il questionario nel modo 

seguente:

Tab. 3.5 – Esempio di questionario rilevanza attributi.

Attributo Rilevanza attributo

ATT1
go

alta
(0,75)

ATT2
go

molto bassa
(0,10)

ATT3
go

media
(0,50)

ATT4
go

media
(0,50)

Il vettore dei pesi P è determinato come segue:

p1(ATT go
1
)=

0,75
0,75+0,10+0,50+0,50

=0,41

p2( ATT go
2
)=

0,10
0,75+0,10+0,50+0,50

=0,05

p3(ATT go
3
)=

0,50
0,75+0,10+0,50+0,50

=0,27

p4( ATT go
4
)=

0,50
0,75+0,10+0,50+0,50

=0,27

Determinazione del livello di ottimismo α

L'input  α,  come menzionato in precedenza,  è il  parametro  positivo  che definisce il 

livello di ottimismo/pessimismo del consumatore in merito al numero di criteri che 

vorrebbe  venissero soddisfatti  nell'aggregazione;  di  conseguenza,  in  base  ad  un 

determinato valore α è possibile ricavare i pesi wi. Per esaudire le richieste dell'utente 

estremamente ottimista è sufficiente che un solo  attributo venga soddisfatto  (α→0), 
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considerando il massimo valore di appartenenza; per esaudire le richieste dell'utente 

estremamente pessimista  al contrario  tutti  gli attributi dovrebbero essere soddisfatti 

(α→∞), considerando il minimo valore d'appartenenza. 

Per  determinare  il  grado  di  ottimismo/pessimismo  dell'utente  in  linea  teorica  è 

possibile porre all'utente il seguente quesito:

“Quanti attributi includeresti nella ricerca per essere soddisfatto?”

Tuttavia, un quesito del genere  non  è molto  significativo  in quanto il consumatore 

tenderebbe ad includere tutti gli attributi selezionati, dichiarando  conseguentemente 

un  valore  di  α molto  elevato.  Nel  caso  in  esame  il parametro  α viene  pertanto 

ridefinito in base al feedback fornito dal consumatore, in seguito alla visualizzazione 

dei prodotti consigliati  dal  recommender system a partire da un valore elevato di  α 

definito in modo arbitrario.

Conseguentemente il  recommender  system  applica   l'operatore  di  aggregazione 

WOWA  con  un valore  di  α definito  a  priori (α=15) in  modo che il  consumatore 

visualizzi uno o più prodotti nella sezione di ricerca del sito, aggregati tenendo conto 

di “quasi tutti” i criteri (con un grado di orness molto basso). Il sistema effettua una 

permutazione dei punteggi di aggregazione ordinandoli dal più grande al più piccolo, 

considerando solamente  i  prodotti  con punteggi di  aggregazione  superiori ad una 

soglia s pari a 0,8055; il prodotto con il punteggio di aggregazione maggiore è il più 

consigliato tra  tutti  gli  altri,  mentre  il  prodotto  con il  punteggio  di  aggregazione 

minore è il meno consigliato tra tutti gli altri.

Se  tali  prodotti  consigliati  non  soddisfano l'utente  (ad  esempio  perché non 

rispecchiano le sue esigenze oppure perché sono troppo pochi), egli può decidere di 

abbassare la soglia α in modo da selezionare differenti Quantificatori Linguistici con 

livello  di  orness  crescente  (la  maggior  parte,  tanti,  metà  ecc.).  Di  conseguenza  è 

probabile che l'utente visualizzi un numero maggiore di prodotti consigliati per effetto 

dell'abbassamento della soglia  s e per effetto dell'aumento del grado di ottimismo 

55 Il filtro dei punteggi di aggregazione in base ad una determinata soglia è necessario in quanto il 
sistema, ordinando i prodotti in base al punteggio di aggregazione più alto, non effettua distinzioni 
tra  un prodotto estremamente consigliato (collocato  tra le prime posizioni) ed un prodotto poco 
consigliato che potrebbe essere collocato immediatamente dopo il primo prodotto. 
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nella selezione dei criteri ai fini di aggregazione (Fig. 3.6).

Tab 3.6 – Filtri dei punteggi di aggregazione al variare del parametro α

α Soglia s

15 WOWA ≥ 0,80

10 WOWA ≥ 0,70

2 WOWA ≥ 0,60

1 WOWA ≥ 0,50

0,5 WOWA ≥ 0,40

0,1 WOWA ≥ 0,30

0,05 WOWA ≥ 0,20

Il quesito da porre al consumatore per ottenere il suo feedback sui prodotti consigliati 

dal sistema è il seguente:

“I prodotti visualizzati soddisfano le tue preferenze?”

In caso di risposta affermativa (cliccando il pulsante “OK”) l'utente viene indirizzato 

ad una nuova pagina Web dove può esplorare nel dettaglio i prodotti consigliati;  se 

invece l'utente è insoddisfatto del risultato può selezionare valori predefiniti di α più 

piccoli muovendo un apposito indicatore.

Se  in  seguito alla  ridefinizione  del  parametro  α il  consumatore  non fosse  ancora 

soddisfatto del risultato, egli può ridefinire la ricerca:

• modificando i pesi di aggregazione pk;

• includendo od escludendo uno o più attributi;

• modificando le preferenze definite in precedenza.
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3.5      Simulazione del recommender system

In  seguito  si  riporta  una  simulazione del  recommender  system  esaminato in 

precedenza; viene considerato un ipotetico sito di e-commerce che tratta la vendita di 

materiale informatico.

Come descritto in precedenza i prodotti in vendita  nel sito Web sono organizzati in 

macrocategorie  contenenti  al  loro  volta  diverse  sottocategorie;  tuttavia,  nella 

simulazione viene considerata per semplicità un'unica sottocategoria, con un numero 

limitato di prodotti (30). I prodotti scelti  corrispondono a tablet elettronici di ultima 

generazione; le specifiche tecniche di tali prodotti sono tratte dal sito di e-commerce 

monclick.com e sono riportate nell'appendice B. Nella Tabella 3.7 sono riportati i 10 

attributi che descrivono i prodotti. 

Tab. 3.7 – Definizione degli attributi dei tablet inseriti nel dataset.

Attributo Tipologia variabile Range di definizione

Produttore Nominale
[Apple/Samsung/Asus/Acer/
HP/Dell/Siemens/Toshiba/ 
Fujitsu/Alcatel/Start/Sony]

Prezzo (€) Continua [92,18; 1.597,69]

Dimensione schermo (pollici) Continua [7; 12,5]

Pixel per pollice Continua [133; 424]

Colore primario Nominale [Bianco/nero/argento]

Capacità (gigabyte) Discreta ordinata [4, 8, 16, 32, 64, 128]

Sistema operativo Nominale [Android/IOS/Windows]

Connessione 3G Booleana [Sì/No]

Peso (grammi) Continua [300; 980]

Garanzia (anni) Discreta ordinata [1; 3]

Fonte: elaborazione personale delle specifiche dei prodotti riportate nel sito www.monclick.it

Il  form di ricerca  (modulo) è accessibile tramite un  link situato a lato dei prodotti 

della sottocategoria scelta dall'utente. Per selezionare un attributo da includere nella 

ricerca  il  consumatore seleziona semplicemente  la  casella  “comprendi  questo 

attributo  nella  ricerca”;  se  egli  dovesse  selezionare  più  di  6  attributi,  il  sistema 

notifica il  raggiungimento del limite tramite un messaggio a comparsa.  Una volta 
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attivato  l'attributo  il  consumatore può definire  le  specifiche  tecniche  desiderate, 

l'importanza  dell'attributo  e  l'eventuale  grado  di  precisione  p.  La  modifica  del 

parametro p,  come menzionato in precedenza, è attiva esclusivamente negli attributi 

definiti  con  variabili  continue;  impostando  per  tali  variabili  un  valore  di  p<1  il 

consumatore  esprime  una  preferenza  in  termini  fuzzy.  Il  limite  inferiore  di  tale 

parametro è pari a 0,01.

La definizione delle specifiche tecniche è intuitiva: per quanto concerne gli attributi 

definiti con variabili continue e discrete ordinali, muovendo due cursori situati in uno 

slider (barra di scorrimento) l'utente è in grado di impostare un range di valori od 

alternativamente un valore singolo (facendo combaciare i due cursori).  Per quanto 

concerne gli attributi definiti con variabili booleane il navigatore seleziona un'opzione 

su  due  disponibili;  riguardo  gli  attributi  definiti  con  variabili  discrete  ordinali  e 

nominali l'utente può selezionare una o più opzioni.

Il form di ricerca è riportato nella Figura 3.12.
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Fig. 3.12 – Form di ricerca recommender system.

In  seguito  alla  verifica  di  alcune  condizioni  (selezione  di  almeno  un attributo  e 

definizione di tutti i gradi di importanza degli attributi da parte del consumatore)  il 

sistema illustra i risultati a fine pagina (calcolati con α=15). Il recommender system 

genera pertanto un elenco di prodotti consigliati e per ogni prodotto riporta un breve 

sunto delle specifiche tecniche principali,  insieme ad un'immagine di anteprima. Per 

visualizzare le informazioni aggiuntive del prodotto l'utente può passare il puntatore 

del mouse su un tooltip (elemento d'interfaccia grafica diffuso in molti siti Internet) 

che  genera  sullo  schermo  un  piccolo  “box”  contenente  le  rimanenti specifiche 

tecniche. 

I prodotti consigliati appaiono in ordine di punteggio di aggregazione WOWA; se tale 

punteggio è superiore alle soglie riportate nella Tabella 3.5, il relativo prodotto appare 

opaco; se invece il punteggio è inferiore, il relativo prodotto appare semitrasparente.

A lato dell'elenco dei prodotti consigliati il consumatore  visualizza  la domanda:  “I 

prodotti visualizzati soddisfano le tue preferenze?”. Se l'utente è soddisfatto clicca il 

pulsante “OK”  ed il  sito  reindirizza  il  browser  ad una nuova pagina contenente i 
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dettagli dei prodotti consigliati. Se l'utente non è soddisfatto può modificare il livello 

di  α muovendo il cursore dello slider dedicato (denominato “Rendi la  ricerca  meno 

selettiva”  per  maggiore  comprensione  da  parte  dell'utente);  aggiornando 

automaticamente i risultati il sistema permette al consumatore di visualizzare nuovi 

prodotti consigliati al semplice trascinamento del cursore.

Nella Figura 3.13 viene riportato un esempio di risultati di ricerca; con un livello di 

ottimismo α=10 viene consigliato un unico prodotto, corrispondente al tablet “Xperia 

Z2”. 

Fig. 3.13 – Esempio di risultati di ricerca.

3.5.1  Risultati

In seguito si riportano alcune simulazioni  del recommender system  considerando  5 

utenti (A, B, C, D, E) che esprimono diverse preferenze (Tabelle 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 

3.12).

Le simulazioni sono effettuate con  differenti  livelli  di orness  (“quasi  tutti”,  “la 

maggior  parte”,  “tanti”,  “alcuni”),  in  modo  tale  da  visualizzare  come mutano i 
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risultati al variare del parametro α. Accanto ai punteggi di aggregazione WOWA sono 

riportati i gradi di appartenenza ed i rispettivi pesi  ωi  (in italico). Tutti i dati sono 

approssimati alla seconda cifra decimale.

Consumatore A

Tab. 3.8 – Preferenze dichiarate dall'utente “A” e relativi prodotti consigliati.

Attributi selezionati
Preferenze 

espresse 
dall'utente

Importanza 
attributo 

Grado di precisione

ATT1 Produttore Apple Media /

ATT2
Dimensione 

schermo 
(pollici)

[10; 12] Alta 0,60

ATT3 Colore 
primario

Bianco Bassa /

ATT4 Connessione 
3G

No Media /

Prodotti consigliati

α Nome prodotto WOWA
Gradi di appartenenza|pesi  ωi

ATT1 ATT2 ATT3 ATT4

15 Nessun prodotto consigliato <0,80

10 1) Ipad 2 wi-fi 16 gb 0,78 1,00|~0,0 0,78|0,99  1,00|~0,0 1,00|0,01

2
1) Ipad 2 wi-fi 16 gb

2) Ipad Air
3) Ipad Retina Wi-fi 16GB

0,86
0,65
0,65

1,00|0,06
1,00|0,06
1,00|0,06

0,78|0,61
0,78|0,52
0,78|0,52

1,00|0,08
0,00|0,23
0,00|0,23

1,00|0,25
1,00|0,19
1,00|0,19

0,5

1) Ipad 2 wi-fi 16 gb
2) Ipad Air

3) Ipad Retina Wi-fi 16GB
4) Ativ Tab 3

5) Memo Pad 10 Me102a-1a033a
6) Start101

7) Venue 11 Pro 5130
8) Iconia W510-27602g06ass

...

0,95
0,88
0,88
0,87
0,87
0,79
0,79
0,79

1,00|0,50
1,00|0,50
1,00|0,50
0,00|0,13
0,00|0,13
0,00|0,14
0,00|0,14
0,00|0,14

0,78|0,21
0,78|0,23
 0,78|0,23
1,00|0,35
1,00|0,35
1,00|0,61
1,00|0,61
1,00|0,61

1,00|0,11
0,00|0,06
 0,00|0,06
1,00|0,35
1,00|0,35
0,00|0,06
0,00|0,06
0,00|0,06

1,00|0,18
1,00|0,21
1,00|0,21
1,00|0,16
1,00|0,16
1,00|0,18
1,00|0,18
1,00|0,18
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L'utente  A preferisce i prodotti Apple con schermo  di  grande  dimensione, di colore 

bianco  e  privi  di  connessione  3G;  l'attributo  più  importante  corrisponde  a 

“dimensione  schermo”,  definito  in  modo  vago  (grado  di  precisione=0,60). 

Impostando la ricerca con il massimo livello di α (“quasi tutti” i criteri) il sistema non 

suggerisce alcun  tablet,  in  quanto  non  esiste  un  prodotto con  punteggio  di 

aggregazione superiore  alla  soglia  0,80.  Selezionando  α=10,  ovvero  “la  maggior 

parte” dei criteri, il primo prodotto consigliato (WOWA=0,78) soddisfa pienamente i 

criteri “produttore”, “colore primario” e “connessione 3G”, mentre soddisfa il criterio 

“dimensione dello schermo” con un grado di appartenenza pari a 0,78. Considerando 

un livello di  α=2 (“tanti” criteri) il recommender system consiglia altri due prodotti 

con  eguale punteggio  WOWA (pari  a  0,65).  Entrambi  i  prodotti  hanno un colore 

primario diverso da quello preferito dal consumatore; di conseguenza tale attributo (di 

bassa  importanza)  ha  un  grado di  appartenenza  nullo.  Impostando un grado  di  α 

minore  (α=0,5)  il  sistema  consiglia  un  totale  di 17  prodotti  (nelle Tabelle 3.6  e 

successive sono  riportati  i  primi  8),  alcuni  dei  quali aventi  caratteristiche  simili 

(relativamente agli attributi selezionati).
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Consumatore B

Tab. 3.9 – Preferenze dichiarate dall'utente “B” e relativi prodotti consigliati.

Attributi selezionati
Preferenze 

espresse 
dall'utente

Importanza 
attributo 

Grado di precisione

ATT1
Dimensione 

schermo 
(pollici)

8 Molto alta 0,40

ATT2 Capacità (GB) 16, 32, 64 Alta /

ATT3 Sistema 
operativo

Android Media /

ATT4 Peso [300; 500] Media 0,80

Prodotti consigliati

α Nome prodotto WOWA
Gradi di appartenenza|pesi  ωi

ATT1 ATT2 ATT3 ATT4

15 1) Slate 8 Pro 7600el 1,00 1,00|~0,0 1,00|0,00 1,00|0,04 1,00|0,96

10
1) Slate 8 Pro 7600el
2) Iconia Tab A1-810

1,00
0,76

1,00|~0,0
0,76|0,98

1,00|0,01
1,00|~0,0

1,00|0,11
1,00|~0,0

1,00|0,88
1,00|0,02

2

1) Slate 8 Pro 7600el
2) Iconia Tab A1-810

3) VivoTab Note 8 M80TA
4) Encore Wt8-a-102

1,00
0,86
0,66
0,66

1,00|0,11
0,76|0,56
1,00|0,12
1,00|0,12

1,00|0,27
1,00|0,19
1,00|0,27
1,00|0,27

1,00|0,27
1,00|0,04
0,00|0,34
0,00|0,34

1,00|0,34
1,00|0,21
1,00|0,27
1,00|0,27

0,5

1) Slate 8 Pro 7600el
2) Iconia Tab A1-810

3) VivoTab Note 8 M80TA
4) Encore Wt8-a-102

5) G Pad 8.3
6) Ipad Mini wi-fi 4g 16gb

7) Tab 8
8) Slate 7 HD 3404EL

...

1,00
0,95
0,90
0,90
0,86
0,85
0,85
0,81

1,00|0,58
0,76|0,19
1,00|0,58
1,00|0,58
0,27|0,19
0,76|0,21
1,00|0,58
0,00|0,19

1,00|0,21
1,00|0,25
1,00|0,21
1,00|0,21
1,00|0,25
1,00|0,53
0,00|0,15
1,00|0,25

0,00|0,11
1,00|0,43
0,00|0,10
0,00|0,10
1,00|0,43
0,00|0,10
1,00|0,14
1,00|0,43

1,00|0,10
1,00|0,13
1,00|0,11
1,00|0,11
1,00|0,13
1,00|0,15
1,00|0,12
0,10|0,13

L'utente “B” seleziona 4 attributi, specificando che preferisce un tablet di dimensione 

intorno  ad 8  pollici,  con  capacità  compresa  tra  16  e  64  GB,  dotato di sistema 

operativo “Android” e di peso inferiore a 500 grammi; i primi due attributi sono i più 

importanti.  Con un livello di  α=15 l'unico prodotto consigliato dal sistema soddisfa 
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interamente le richieste del consumatore, in quanto i 4 attributi sono caratterizzati dal 

massimo grado di appartenenza (1). Se il prodotto piace al consumatore, è probabile 

che  egli  concluda  la  ricerca,  visualizzandone  i  dettagli.  In  caso  contrario, 

selezionando un livello di α=10, l'utente visualizza un altro prodotto consigliato con 

un grado di  appartenenza  relativo  all'attributo  “dimensione  schermo” pari  a  0,76. 

Ancora, impostando un livello di  α=2, il sistema consiglia altri  2 tablet con  eguale 

grado di  appartenenza  (0,66) ma  dotati  di  un  sistema  operativo  differente  da 

“Android”.  Impostando  “alcuni”  criteri  soddisfatti  (α=0,5),  il  quinto  prodotto 

consigliato  (“G  Pad  8.3”) possiede tre  caratteristiche  desiderate  dal  consumatore 

(“capacità”,  “dimensione  schermo”,  “peso”);  tuttavia  si  noti  come  il  grado  di 

appartenenza  relativo  all'attributo  “dimensione  schermo”  sia  basso  (0,27).  Tale 

attributo  è  molto  importante  e  per  questo  motivo  il  prodotto  si  colloca in  una 

posizione inferiore rispetto ai prodotti dotati di un sistema operativo diverso da quello 

preferito dall'utente.
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Consumatore C

Tab. 3.10 – Preferenze dichiarate dall'utente “C” e relativi prodotti consigliati.

Attributi selezionati
Preferenze 

espresse 
dall'utente

Importanza 
attributo 

Grado di precisione

ATT1 Prezzo (€) [150; 250] Molto alta 0,70

ATT2 Colore 
primario

Argento, 
bianco

Media /

ATT3 Garanzia (anni) 2, 3 Bassa /

Prodotti consigliati

α Nome prodotto WOWA
Gradi di appartenenza|pesi  ωi

ATT1 ATT2 ATT3

15
1) Memo Pad 10 Me102a-1a033a

2) Slate 7 HD 3404EL
1,00
1,00

1,00|~0,0
1,00|~0,0

1,00|0,08
1,00|0,08

1,00|0,91
1,00|0,91

10
1) Memo Pad 10 Me102
2) Slate 7 HD 3404EL

1,00
1,00

1,00|~0,0
1,00|~0,0

1,00|0,19
1,00|0,19

1,00|0,81
1,00|0,81

2
1) Memo Pad 10 Me102a-1a033a

2) Slate 7 HD 3404EL
3) Slate 10 HD 3603EL

1,00
1,00
0,65

1,00|0,30
1,00|0,30
0,56|0,79

1,00|0,42
1,00|0,42
1,00|0,09

1,00|0,28
1,00|0,28
1,00|0,11

0,5

1) Memo Pad 10 Me102a-1a033a
2) Slate 7 HD 3404EL

3) Slate 10 HD 3603EL
4) G Pad 8.3

5) Iconia Tab A1-810
6) Qv 830
7) Tab 8

8) Stylistic M532
...

1,00
1,00
0,86
0,83
0,83
0,74
0,72
0,68

1,00|0,74
1,00|0,74
0,56|0,33
1,00|0,74
1,00|0,37
1,00|0,74
0,98|0,74
0,66|0,44

1,00|0,18
1,00|0,18
1,00|0,55
0,00|0,17
1,00|0,55
0,00|0,18
0,00|0,18
0,00|0,17

1,00|0,08
1,00|0,08
1,00|0,12
1,00|0,09
0,00|0,08
0,00|0,08
0,00|0,08
1,00|0,39

L'utente C effettua la ricerca definendo 3 criteri con importanza decrescente: prezzo 

compreso tra 150 e 250 euro (con grado di precisione pari a 0,70), colore primario 

corrispondente ad “argento” o “bianco” e garanzia maggiore o uguale a 2 anni.  La 

ricerca impostata con livelli α pari a 15 e 10 restituisce risultati eguali, ossia 2 tablet i 

quali attributi soddisfano  completamente  le esigenze del consumatore  (“Memo Pad 
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10” e “Slate 7 HD”). Con un livello α=2 il recommender system aggiunge ai prodotti 

consigliati  una variante del secondo prodotto,  con un prezzo  più alto (269,00 euro) 

rispetto al massimo fissato dal consumatore. Abbassando ulteriormente il livello di α 

il  sistema consiglia due prodotti con lo stesso punteggio di aggregazione (0,83),  i 

quali soddisfano pienamente 2 criteri su 3;  il prodotto in settima posizione  soddisfa 

solamente il criterio “prezzo” ma con un grado di appartenenza vicino all'unità.  Il 

tablet in ottava posizione (“Stylistic M532”) soddisfa parzialmente il criterio “prezzo” 

ed interamente il criterio “garanzia”.
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Consumatore D

Tab. 3.11 – Preferenze dichiarate dall'utente “D” e relativi prodotti consigliati.

Attributi selezionati
Preferenze 

espresse 
dall'utente

Importanza 
attributo 

Grado di precisione

ATT1 Produttore
Asus, Fujitsu, 
HP, Samsung, 

Siemens
Media /

ATT2
Dimensione 

schermo 
(pollici)

[7; 10] Alta 0,90

ATT3 Pixel per 
pollice

[300; 424] Alta 0,90

ATT4 Connessione 
3G

Sì Media /

ATT5 Peso [300; 610] Alta 0,80

Prodotti consigliati

α Nome prodotto WOWA
Gradi di appartenenza|pesi  ωi

ATT1 ATT2 ATT3 ATT4 ATT5

15
Nessun prodotto  

consigliato
<0,80

10 1) Slate 10 HD 3603EL 0,76 1,00|~0,0 1,00|~0,0 1,00|0,01 1,00|0,06 0,74|0,93

2
1) Slate 10 HD 3603EL

2) Qv 1030
0,89
0,72

1,00|0,02
1,00|0,02

1,00|0,12
1,00|0,12

1,00|0,23
1,00|0,23

1,00|0,21
0,00|0,28

0,74|0,40
1,00|0,34

0,5

1) Slate 10 HD 3603EL
2) Qv 1030

3) Galaxy Tab 3 7.0
4) Slate 7 HD 3404EL

5) Stylistic M532
6) ME302KL

7) Stylistic M702
8) Xperia Z2

...

0,97
0,92
0,88
0,88
0,83
0,83
0,83
0,83

1,00|0,39
1,00|0,39
1,00|0,14
1,00|0,14
1,00|0,16
1,00|0,16
1,00|0,16
0,00|0,09

1,00|0,23
1,00|0,23
1,00|0,48
1,00|0,48
0,70|0,14
0,70|0,14
0,70|0,14
1,00|0,48

1,00|0,16
1,00|0,16
0,00|0,12
0,00|0,12
0,00|0,12
0,00|0,12
0,00|0,12
1,00|0,20

1,00|0,09
1,00|0,08
1,00|0,11
1,00|0,11
1,00|0,39
1,00|0,39
1,00|0,39
0,00|0,08

0,74|0,12
1,00|0,14
1,00|0,14
1,00|0,14
1,00|0,18
1,00|0,18
1,00|0,18
1,00|0,15
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L'utente D definisce 5 attributi: i più importanti sono “dimensione schermo”, “pixel 

per pollice”  e “peso”, definiti in modo leggermente impreciso; seguono gli attributi 

“produttore” e “connessione 3G”, di media importanza.  Il recommender system non 

suggerisce alcun prodotto con un livello α=15; impostando la ricerca con “la maggior 

parte” dei criteri (α=10) il prodotto maggiormente consigliato (WOWA=0,76) è un 

tablet con un peso leggermente superiore a quello preferito dal consumatore. Con un 

livello di α=2 il secondo prodotto consigliato è caratterizzato da un peso ideale ma è 

privo  di  connessione  3G;  il  relativo punteggio  di  aggregazione  è  pari  a  0,72. 

Abbassando ulteriormente il livello  α il  sistema suggerisce due set di prodotti con 

eguali punteggi WOWA (0,88 e 0,83). I prodotti appartenenti al primo set soddisfano 

tutti gli attributi eccetto il terzo (“pixel per pollice”); i primi tre prodotti appartenenti 

al secondo set soddisfano pienamente il primo, il quarto ed il quinto attributo, mentre 

soddisfano  solo  parzialmente  l'attributo  “dimensione  schermo”.  L'ottavo  prodotto 

consigliato soddisfa pienamente il secondo, il terzo ed il quinto attributo.

97



Consumatore E

Tab. 3.12 – Preferenze dichiarate dall'utente “E” e relativi prodotti consigliati.

Attributi selezionati
Preferenze 

espresse 
dall'utente

Importanza 
attributo 

Grado di precisione

ATT1 Prezzo (€) [92; 200] Molto alta 1,00

ATT2 Colore 
primario

Bianco Molto alta /

ATT3 Capacità (GB) 16 Molto alta /

ATT4 Sistema 
operativo

Windows Molto alta /

Prodotti consigliati

α Nome prodotto WOWA
Gradi di appartenenza|pesi  ωi

ATT1 ATT2 ATT3 ATT4

15 Nessun prodotto consigliato <0,80

10 Nessun prodotto consigliato <0,70

2 Nessun prodotto consigliato <0,60

0,5

1) Iconia Tab A1-810
2) Slate 7 HD 3404EL

3) Ipad Mini wi-fi 4g 16 gb
4) Slate 8 pro 7600EL

5) Ativ Tab 3
6) Ipad 2 wi-fi 16 gb

7) Memo Pad 10 Me102a
8) Galaxy Tab 3 7.0

...

0,87
0,71
0,71
0,71
0,71
0,71
0,71
0,50

1,00|0,50
1,00|0,21
0,00|0,14
0,00|0,14
0,00|0,16
0,00|0,14
0,00|0,14
0,00|0,16

1,00|0,21
0,00|0,16
1,00|0,21
1,00|0,20
1,00|0,50
1,00|0,21
1,00|0,21
1,00|0,50

1,00|0,16
1,00|0,50
1,00|0,50
1,00|0,50
0,00|0,13
1,00|0,50
1,00|0,50
0,00|0,13

0,00|0,13
0,00|0,13
0,00|0,16
0,00|0,16
1,00|0,21
0,00|0,16
0,00|0,16
0,00|0,21

L'utente  E definisce 4  attributi  con  specifiche  tecniche molto  precise  e  con 

importanza eguale per ciascun attributo (WOWA=OWA). Con livelli di α≥2 il sistema 

non  suggerisce alcun prodotto;  soltanto selezionando  “alcuni”  criteri  (α=0,5)  il 

consumatore  visualizza  i  primi  risultati.  In  tal  caso  il  primo prodotto  consigliato 

soddisfa 3 criteri su 4 (WOWA=OWA=0,87), i successivi 6 prodotti ne soddisfano 2 

su 4 (WOWA=OWA=0,71) mentre l'ottavo prodotto consigliato soddisfa 1 criterio su 

4 (WOWA=OWA=0,50).
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3.6      Conclusioni e sviluppi futuri

Il  recommender  system  proposto  ha  permesso  di  elicitare  le  preferenze  del 

consumatore grazie ad un form di ricerca intuitivo e flessibile. In poche azioni l'utente 

è  in  grado di  selezionare  gli  attributi  che  ha intenzione di includere nella  ricerca 

(assegnando diversa importanza a ciascuno di essi) e di specificare autonomamente le 

specifiche tecniche desiderate, in termini crisp o fuzzy. Per quanto concerne il calcolo 

del punteggio di aggregazione tramite WOWA, per semplicità si è deciso di impostare 

un valore predefinito di  α=15,  senza  lasciare che sia  l'utente  a definire  a priori il 

proprio grado di ottimismo. Tale decisione è dovuta al fatto che un ipotetico quesito 

sul grado di ottimismo non sarebbe di facile interpretazione per il consumatore. Come 

menzionato in precedenza,  l'utente in ogni caso può modificare autonomamente tale 

grado in seguito alla visualizzazione dei prodotti consigliati. Il procedimento, sebbene 

sia  semplice da  eseguire,  presenta  alcuni  limiti:  il  consumatore  per  ricercare nel 

dataset il prodotto che soddisfa i suoi bisogni deve dichiarare l'importanza di ciascun 

attributo e procedere per tentativi.

Un possibile metodo alternativo per  ricavare il grado di ottimismo del consumatore 

consiste  nell'applicazione  di una  tecnica di  “ottimizzazione”  a  partire  da  un 

questionario  sottoposto  all'utente,  allo  scopo  di ricavare  il  suo  atteggiamento  nei 

confronti  di  una  serie  di  prodotti  della  stessa  categoria,  con  differenti  specifiche 

tecniche. Per ciascun prodotto l'utente esprime una valutazione che rappresenta il suo 

gradimento  relativo  ad  un  set  di  caratteristiche;  processando  i  risultati  in  uno 

specifico algoritmo è possibile  ricavare il parametro α ed eventualmente  i  pesi  di 

rilevanza pi. Per maggiori approfondimenti in tema, si veda V. Torra, On the Learning 

of Weights in Some Aggregation Operators: the Weighted Mean and Owa Operators, 

Mathware & Soft Computing (1999).

Ritornando  al  recommender  system  proposto,  l'utilizzo  del  relativo  algoritmo 

(sviluppato nel codice di programmazione PHP, si veda l'Appendice C) non è limitato 

esclusivamente ai siti e-commerce dedicati alla vendita di materiale informatico; con 

gli  opportuni  adattamenti  è  possibile  applicare  l'algoritmo  in  portali  che  trattano 

prodotti e servizi  di  diversa natura.  Ad esempio, come menzionato in precedenza,  i 

recommender  system  possono  essere  utilizzati in  siti  Internet  dedicati  a film, 
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videogiochi,  notizie  di  quotidiani  elettronici,  libri  ecc.  Sotto  questo  aspetto  è 

interessante citare un tipo di recommender system sviluppato da una recente startup 

denominata “Tworeads”,  letteralmente “due letture”56.  Si tratta di un software  che, 

grazie ad una mappa delle connessioni tra libri diversi,  aiuta il lettore a scoprire i 

volumi che  potrebbero  interessargli.  Tale  recommender  system si  basa  sull'analisi 

delle note, della bibliografia e del testo dell'opera in modo da individuare altri volumi 

che la citano o che sono citati. Secondo A. Guarnieri, uno dei fondatori del progetto 

iniziato nel 2013, la mappatura delle connessioni tra opere differenti si traduce in un 

grafo  di  collegamenti  enorme  con  grandi  potenzialità  commerciali  e  di  ricerca. 

Attraverso tali connessioni si creano nuovi percorsi di lettura, in grado di orientare il 

lettore  nell'enorme catalogo di  libri  disponibile  sul  Web in  formato cartaceo e/od 

elettronico; questo rappresenta uno stimolo per scoprire opere diverse dai classici best 

seller o dalle novità emergenti57.

Il  caso  “Tworeads”  è  solamente  una  delle  tante  applicazioni  possibili  dei 

recommender  system  nella  rete  Internet.  La  grande  diffusione  di  tali  sistemi58 è 

segnale di un'esigenza  crescente  da parte dei navigatori di avere  a disposizione  un 

“operatore  virtuale”  in  grado  di  filtrare  informazioni  di  varia  natura,  sempre  più 

personalizzato ed attendibile.

56 www.tworeads.com
57 Di Pasquale D.,  Con Two Reads scopri la tua prossima lettura. Il debutto al Salone del Libro . 

http://www.pianetaebook.com/2014/05/con-two-reads-scopri-la-tua-prossima-lettura-il-debutto-al-
salone-del-libro-19001

58 Ricci F., Rokach L., Shapira B., Kantor P. B.,  Recommender Systems Handbook, Springer, New 
York (2011).
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Appendice A

L'operatore WOWA nel dettaglio

Dati  due  vettori  di  pesi  P (corrispondente  alla  rilevanza  dei  criteri)  e  W 

(corrispondente  alla  rilevanza  dei  valori  da  aggregare),  entrambi  di  dimensione  n 

(P=[p1, p2, …, pn],  W=[w1, w2, …, wn]) tali che pi,  wi  ∈ [0, 1] e Σ pi=1,  Σ wi=1,  un 

operatore  WOWA59 (Weighted  Ordered  Weighted  Averaging,  Torra,  1997)  è  una 

funzione fWOWA: Rn → R di dimensione n:

f WOWA(a1, a2, ... , an)=∑
i=1

n

ωi⋅aσ(i ) dove {σ(1), σ(2), …., σ(n)} è una permutazione di  

{1, 2, …,n} tale che aσ(i-1) ≥ aσ(i)  per ogni i=2, ..., n.

L'elemento  aσ(i)  è  l'i-esimo  elemento più grande tra  a1,  a2,  ...,  an ed il  valore ωi è 

l'i-esimo peso definito nel modo seguente:

ωi=w✲
(∑

j≤i

n

pσ( j ))−w✲
(∑

j<i

n

pσ( j ))

w✲ è  una  funzione  monotona  non  decrescente che  interpola  i  punti  (1/n,  ∑j≤i wj) 

insieme al punto (0,0).

L'insieme dei pesi ω è definito come ω=[ω1, ω2, …, ωn]; la sommatoria di tutti i pesi 

ω1 è uguale a 1.

59 Torra V., The Weighted OWA operator, International Journal of Intelligent Systems, Vol. 12, Issue 
2, pp. 153-166 (1997).
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Appendice B

Specifiche tecniche dei prodotti

Nome prodotto
Galaxy 

Tab
3 7.0 

Ipad 2 wi-fi 
16 gb

Memo Pad 
10 

Me102a-1a
033a 

Iconia Tab 
A1-810 

Slate 10 Hd 
3603EL 

Ipad Mini 
wi-fi 4g
16 gb

Produttore Samsung Apple Asus Acer HP Apple

Prezzo (€) 299,00 381,62 214,00 139,00 269,00 414,95

Dimensione 
schermo (pollici)

7,0 9,7 10,1 7,9 10,0 7,9

Pixel per pollice 169 264 170 162 323 163

Colore primario Bianco Bianco Bianco Bianco Argento Bianco

Capacità 
(gigabyte)

8 16 16 16 16 16

Sistema operativo Android IOS Android Android Android IOS

Connessione 3G Sì No No No Sì Sì

Peso (grammi) 300 601 522 410 630 312

Garanzia (anni) 2 2 2 1 3 2

Nome prodotto
Stylistic 
M532 

G Pad 8.3 
 Venue 11 
Pro 5130 

Start703
One Touch 

Tab 7
Ipad Air

Produttore Fujitsu LG Dell Start Alcatel Apple

Prezzo (€) 264,44 230,47 456,33 98,39 92,18 868,14

Dimensione 
schermo (pollici)

10,1 8,3 10,8 7,0 7,0 9,7

Pixel per pollice 149 273 204 163 170 264

Colore primario Nero Nero Nero Nero Nero Argento

Capacità 
(gigabyte)

32 16 64 4 4 128

Sistema operativo Android Android Android Android Android IOS

Connessione 3G Sì No No Sì No No

Peso (grammi) 560 338 780 380 340 481

Garanzia (anni) 2 2 1 1 1 2
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Nome prodotto Ativ Tab 3
Iconia 

W510-2760
2G06ass

T10 Start101

VivoTab 
Note 8 

M80TA-DL
004P

Qv 1030

Produttore Samsung Acer Alcatel Start Asus Siemens

Prezzo (€) 643,72 369,95 105,55 118,50 435,38 368,69

Dimensione 
schermo (pollici)

10,1 10,1 7,0 10,0 8,0 10,0

Pixel per pollice 155 155 133 119 189 302

Colore primario Bianco Argento Nero Nero Nero Argento

Capacità 
(gigabyte)

64 64 4 8 64 16

Sistema operativo Windows Windows Android Android Windows Android

Connessione 3G No No No No No No

Peso (grammi) 543 580 340 550 380 590

Garanzia (anni) 2 1 1 1 2 1

Nome prodotto
Stylistic 

Q704
Qv 830

Encore 
Wt8-a-102 

Slate 8 pro 
7600el

Xperia Z2 
Excite Pure 
At10-A-104 

Produttore Fujitsu Siemens Toshiba HP Sony Toshiba

Prezzo (€) 1.597,69 152,23 371,90 319,00 453,37 295,00

Dimensione 
schermo (pollici)

12,5 8,3 8,0 8,0 10,0 10,1

Pixel per pollice 176 160 189 250 424 150

Colore primario Nero Nero Argento Bianco Nero Argento

Capacità 
(gigabyte)

128 8 32 16 16 16

Sistema operativo Windows Android Windows Android Android Android

Connessione 3G Sì No No No No No

Peso (grammi) 980 900 445 451 495 630

Garanzia (anni) 3 1 2 3 2 2
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Nome prodotto ME302KL
Venue 11 
Pro 7130

Stylistic 
m702

Tab 8
Ipad 

Retina 
Wi-fi 16GB

Slate 7 HD 
3404EL 

Produttore Asus Dell Fujitsu Alcatel Apple HP

Prezzo (€) 369,00 636,84 749,75 149,00 390,92 189,00

Dimensione 
schermo (pollici)

10,1 10,8 10,1 8,0 9,7 7,0

Pixel per pollice 226 204 225 160 264 216

Colore primario Nero Nero Nero Nero Nero Argento

Capacità 
(gigabyte)

16 128 32 4 16 16

Sistema operativo Android Windows Android Android IOS Android

Connessione 3G Sì No Sì No No Sì

Peso (grammi) 600 780 590 450 652 430

Garanzia (anni) 2 1 3 1 2 3

Fonte: elaborazione personale delle specifiche dei prodotti riportate nel sito www.monclick.it
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Appendice C

Codice sorgente del recommender system

In seguito viene riportato il codice di programmazione dell'algoritmo, sviluppato nel 

linguaggio  PHP  con  logica  di  presentazione  in  JQuery.  I  risultati  sono  ottenuti 

dinamicamente con la tecnica AJAX (Asynchronous JavaScript and XML)60.

Il  codice  è  stato  sviluppato  in  collaborazione  con  Ermanno  Baschiera 

(ebaschiera@gmail.com), Web developer.

File “prodotto.php”

<?php
define('TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO', 'discreto');
define('TIPI_ATTRIBUTI_CONTINUO', 'continuo');
define('TIPI_ATTRIBUTI_BOOLEANO', 'booleano');

class prodotto {
  public $sku;
  public $nome;
  public $produttore;
  public $prezzo;
  public $dimensione_schermo;
  public $pixel_per_pollice;
  public $colore_primario;
  public $capacita;
  public $sistema_operativo;
  public $connessione_3g;
  public $peso;
  public $garanzia;
  public $img;
}

60 Per la programmazione della pagina Web sono state adoperate le librerie javascript jQuery 1.10.2, 
jQuery UI 1.10.4, Bootstrap 3.1.0, imagesLoaded 3.1.6, qTip 2.2.0, Isotope 2.0.0. I file CSS sono 
stati omessi dall'Appendice.  I file riportati sono: prodotto.php; filtro.php; recommender.php; 
shop.js; dataset.php; ajax-search.php; ricerca.php.

105



File “filtro.php”

<?php

class filtro {
  public $nome_campo;
  public $indice;
  public $tipo; //ad es. booleana, continua, discreta.
  public $valore;
  public $peso;
  public $peso_normalizzato;
  public $precisione;
}
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File “recommender.php”

<?php

require_once 'filtro.php';
require_once 'prodotto.php';

class recommender {

  private $filtri;
  private $alfa;
  private $conversione_peso;
  public $membership;
  private $wowa_limit;
  private $dataset;

  public function __construct() {
    $this->filtri = array();
    /*
     * Pesi pi.
     */
    $this->conversione_peso = array(
        1 => 0.1, //molto bassa.
        2 => 0.25, //bassa.
        3 => 0.5, //media.
        4 => 0.75, //alta.
        5 => 0.9, //molto alta.
    );
  }

  /**
   * Funzione principale del recommender system per generare l'elenco
     dei prodotti consigliati.
   * @param array $input: array contenente i dati del form di ricerca.
   * @param class dataset $dataset
   * @return array
   */
  public function getRecommendations($input_array, $dataset) {
    $this->dataset = $dataset;
    $this->filtri = $this->parseInput($input_array);
    if (!empty($this->filtri)) {
      $this->filtri = $this->normalizzaPesi($this->filtri);
      $this->membership = $this->calcolaMembershipProdotti($this->dataset);
      $this->membership = $this->wowaAggregation($this->membership);
      return $this->sortByWowa($this->membership, $this->wowa_limit);
    } else {
      return $this->sortByPrice($this->dataset);
    }
  }

  /**
   * Lettura del filtro di ricerca, costruzione dell'array di
     filtri ed impostazione del livello α ($this->alfa).
   */
  private function parseInput($input_array) {
    $filtri = array();
    $nomi_campi = array_keys($input_array);
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    foreach ($nomi_campi as $campo) {
      if (strpos($campo, 'filter_name_') !== FALSE) {
        $filtro = new filtro();
        $filtro->nome_campo = $input_array[$campo];
        $filtro->indice = substr($campo, strlen('filter_name_'));
        $filtri[$filtro->nome_campo] = $filtro;
      }
    }
    foreach ($input_array as $name => $value) {
      if ($name == 'ottimismo') {
        $this->setAlfa($value);
      } elseif (strpos($name, 'filter_name_') !== FALSE) {
        continue;
      } elseif (strpos($name, 'filter_type_') !== FALSE) {
        $this->addFieldValue(substr($name, strlen('filter_type_')), 

'tipo', $value, $filtri);
      } elseif (strpos($name, 'filter_priority_') !== FALSE) {
        $this->addFieldValue(substr($name, strlen('filter_priority_')), 

'peso', $this->conversione_peso[$value], $filtri);
      } elseif (strpos($name, 'filter_precision_') !== FALSE) {
        $this->addFieldValue(substr($name, strlen('filter_precision_')), 

'precisione', $value, $filtri);
      } elseif (strpos($name, 'filter_value_min_') !== FALSE) {
        //Viene costruito un array con entrambi i valori.
        $indice = substr($name, strlen('filter_value_min_'));
        $valore_max = $input_array['filter_value_max_' . $indice];
        $this->addFieldValue($indice, 'valore', array($value, 

$valore_max), $filtri);
      } elseif (strpos($name, 'filter_value_max_') !== FALSE) {
        continue; 
      } elseif (strpos($name, 'filter_value_') !== FALSE) {
        $this->addFieldValue(substr($name, strlen('filter_value_')), 

'valore', $value, $filtri);
      }
    }
    return $filtri;
  }

  /**
   * Metodo di appoggio per aggiungere un elemento all'array dei
     filtri.
   * @param int $index
   * @param string $field
   * @param string $value
   * @param array $filtri da integrare
   * @return boolean
   */

  private function addFieldValue($index, $field, $value, $filtri) {
    foreach ($filtri as $filtro) {
      if ($filtro->indice == $index) {
        $filtri[$filtro->nome_campo]->{$field} = $value;
        return $filtri;
      }
    }
    return $filtri;
  }

  /**
   * Normalizzazione dei pesi pi

   * @param array $filtri
   * @return array
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   */
  private function normalizzaPesi($filtri) {
    $somma_pesi = 0;
    foreach ($filtri as $filtro) {
      $somma_pesi += $filtro->peso;
    }
    foreach ($filtri as $campo => $filtro) {
      $filtri[$campo]->peso_normalizzato = round($filtro->peso / 

$somma_pesi, 8);
    }
    return $filtri;
  }

  /**
   * Funzione di calcolo del grado di membership (μ).
   * @param class dataset $dataset
   * @return array 
   */
  private function calcolaMembershipProdotti($dataset) {
    $membership = array();
    $prodotti = $dataset->db;
    foreach ($prodotti as $sku => $prodotto) {
      foreach ($this->filtri as $attributo => $filtro) {
        $membership[$sku]['attributi'][$attributo] = array('attributo' 

=> $attributo, 'peso_attributo' => $filtro->peso_normalizzato);
        switch ($filtro->tipo) {
          case TIPI_ATTRIBUTI_BOOLEANO:
            if ($prodotto->{$attributo} == $filtro->valore) {
              $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1;
            } else {
              $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 0;
            }
            break;
          case TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO:
            if (is_array($filtro->valore)) {
              if (in_array($prodotto->{$attributo}, $filtro->valore)) {
                $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1;
              } else {
                $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 0;
              }
            } else {
              if ($prodotto->{$attributo} == $filtro->valore) {
                $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1;
              } else {
                $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 0;
              }
            }
            break;
          case TIPI_ATTRIBUTI_CONTINUO:
            $valore_attributo_del_prodotto = $prodotto->{$attributo};
            //definizione dei parametri $e, $f, $g, $h.
            $f = $filtro->valore[0];
            $g = $filtro->valore[1];

            if ($f == $g) { //funzione di membership triangolare.
              $estremi_attributo = 

109



$dataset->getEstremiAttributo($attributo);
              $e = $f - ((($estremi_attributo['max'] - 

$estremi_attributo['min']) * 0.05) * ((1 - 
$filtro->precisione) / $filtro->precisione));

              $h = $g + ((($estremi_attributo['max'] - 
$estremi_attributo['min']) * 0.05) * ((1 - 
$filtro->precisione) / $filtro->precisione));

            } else { // funzione di membership trapezoidale.
              $e = $f - (($g - $f) * ((1 - $filtro->precisione) / 

$filtro->precisione));
              $h = $g + (($g - $f) * ((1 - $filtro->precisione) / 

$filtro->precisione));
            }
            if ($valore_attributo_del_prodotto < $e || 

$valore_attributo_del_prodotto > $h) {
              $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 0;
            } elseif ($f == $g) {
              if ($f == $valore_attributo_del_prodotto) {
                $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1;
              } else {
                $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1 - abs(($e + $h - 2 * 
$valore_attributo_del_prodotto) / ($e - $h));

              }
            } elseif ($valore_attributo_del_prodotto < ($h + $e - ($g 

- $f)) / 2 ||
                    $valore_attributo_del_prodotto > ($h + $e + ($g - 

$f)) / 2) {
              $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1 - (abs($e + $h - 2 * 
$valore_attributo_del_prodotto) - ($g - $f)) / ($h 
- $e - ($g - $f));

            } else {
              $membership[$sku]['attributi'][$attributo]

['membership'] = 1;
            }

            break;
        }
      }
    }
    return $membership;
  }

  /**
   * Calcolo del valore di aggregazione tramite WOWA.
   * @param array $membership_array
   * @return array
   */
  private function wowaAggregation($membership_array) {
    //Permutazione per ordinare in modo decrescente gli argomenti.

foreach ($membership_array as $sku => $membership) {
      $gradi_appartenenza = array();
      foreach ($membership['attributi'] as $attributo => $info) {
        $gradi_appartenenza[$attributo] = $info['membership'];
      }
      asort($gradi_appartenenza);
      $gradi_appartenenza = array_reverse($gradi_appartenenza, TRUE);
      $gradi_appartenenza_con_pesi = array();
      foreach ($gradi_appartenenza as $attributo => $grado) {
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        $gradi_appartenenza_con_pesi[$attributo] = array(
            'appartenenza' => $grado,
            'peso' => $membership['attributi'][$attributo]

['peso_attributo'],
        );
      }
      $omega = $this->omega($gradi_appartenenza_con_pesi, 

$this->alfa);
      foreach ($omega as $nome_attributo => $valore_omega) {
        $membership_array[$sku]['attributi'][$nome_attributo]['omega'] 

=$valore_omega;
      }
      $wowa = $this->wowa(array_values($gradi_appartenenza), 

array_values($omega));
      $membership_array[$sku]['wowa'] = $wowa;
    }
    return $membership_array;
  }

  /**
   * Calcolo del valore del Quantificatore Linguistico Q.
   * @param int $r
   * @param float $alfa
   * @return float
   */
  private function q_di_r($r, $alfa) {
    return pow($r, $alfa);
  }

  private function omega($appartenenze, $alfa) {
    $appartenenze_senza_indici = array_values($appartenenze);
    $pesi_omega = array();
    $sommatoria = 0;
    $sommatoria_2 = 0;
    $i = 0;
    foreach($appartenenze as $nome_attributo => $dati) {
      $sommatoria += $dati['peso'];
      $incremento_sommatoria_2 = isset($appartenenze_senza_indici[$i - 1]) 

? $appartenenze_senza_indici[$i - 1]['peso'] : 0;
      $sommatoria_2 += $incremento_sommatoria_2;
      $pesi_omega[$nome_attributo] = $this->q_di_r($sommatoria, $alfa) - 

$this->q_di_r($sommatoria_2, $alfa);
      $i++;
    }
    return $pesi_omega;
  }

  private function wowa($appartenenze, $omega) {
    $wowa = 0;
    for ($i = 0; $i < count($appartenenze); $i++) {
      $wowa += ($appartenenze[$i] * $omega[$i]);
    }
    return $wowa;
  }

  /**
   * Riordinamento dei prodotti in base al punteggio di aggregazione
     WOWA.
   * @param array $membership_array
   * @param float $wowa_limit
   * @return array
   */
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  private function sortByWowa($membership_array, $wowa_limit) {
    $sorted_products = $membership_array;
    uasort($sorted_products, array($this, "sortByWowaHelper"));
    $sorted_products = array_reverse($sorted_products);
    $sorted_skus = array();
    $data_info = array();
    foreach ($sorted_products as $sku => $data) {
      $sorted_skus[] = $sku;
      $data_info[$sku]['wowa'] = $data['wowa'];
      $data_info[$sku]['attributi'] = array();
      foreach ($data['attributi'] as $nome_attributo => $attributo) {
        $data_info[$sku]['attributi'][] = array(
            'nome' => $nome_attributo, 
            'membership' => $attributo['membership'],
            'omega' => $attributo['omega'],
                );
      }
      if ($data['wowa'] >= $wowa_limit) { 
/** 
 * Filtro dei prodotti con WOWA minore della soglia definita a priori
   a seconda del livello di α.
 */
        $data_info[$sku]['accettato'] = TRUE;
      } else {
        $data_info[$sku]['accettato'] = FALSE;
      }
    }
    return array('skus' => $sorted_skus, 'data_info' => $data_info);
  }

  /**
   * Helper utilizzato da sortByWowa()
   * @param array $product_a
   * @param array $product_b
   * @return int
   */
  private function sortByWowaHelper($product_a, $product_b) {
    if ($product_a['wowa'] == $product_b['wowa']) {
      return 0;
    }
    if ($product_a['wowa'] < $product_b['wowa']) {
      return -1;
    }
    if ($product_a['wowa'] > $product_b['wowa']) {
      return 1;
    }
  }

  private function setAlfa($alfa) {
    $this->alfa = $alfa;
    if ($alfa < 0.1) {
      $this->setWowaLimit(0.2);
    } elseif ($alfa < 0.5) {
      $this->setWowaLimit(0.3);
    } elseif ($alfa < 1) {
      $this->setWowaLimit(0.4);
    } elseif ($alfa < 2) {
      $this->setWowaLimit(0.5);
    } elseif ($alfa < 10) {
      $this->setWowaLimit(0.6);
    } elseif ($alfa < 15) {
      $this->setWowaLimit(0.7);
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    } else {
      $this->setWowaLimit(0.8);
    }
    return TRUE;
  }

  private function setWowaLimit($value) {
    $this->wowa_limit = $value;
    return TRUE;
  }

  private function sortByPrice($dataset) {
    $prodotti = $dataset->db;
    $skus = array();
    foreach ($prodotti as $prodotto) {
      $skus[] = $prodotto->sku;
    }
    return $skus;
  }

}
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File “shop.js”

$(document).ready(function() {

  function enableDisableFields($clicked) {
    if ($($clicked).is(':checked')) {
      $ ($clicked).closest('fieldset').find('input,.filter_radio').not(

'.filter_activate').removeAttr('disabled');
      $ ($clicked).closest('fieldset').find('.filter_range_slider')
   .slider("option", "disabled", false);
      $ ($clicked).closest('fieldset').find('.filter_precision_slider')

.slider("option", "disabled", false);
    } else {
      $ ($clicked).closest('fieldset').find('input,.filter_radio').not(

'.filter_activate').attr('disabled', 'disabled');
      $ ($clicked).closest('fieldset').find('.filter_range_slider')
   .slider("disable");

      $
($clicked).closest('fieldset').find('.filter_precision_slider')

   .slider("disable");
    }
  }

  if ($("body").hasClass('search-page')) {
    $(".filter_range_slider").each(function(index, element) {
      var formgroup = $(element).closest('.form-group');
      var range_min = $(".filter_value_min", formgroup).val();
      var range_max = $(".filter_value_max", formgroup).val();
      $(element).slider({
        range: true,
        min: range_min - 1,
        max: parseInt(range_max) + 1,
        disabled: true,
        slide: function(event, ui) {
          $(".filter_value_min", formgroup).val(ui.values[0]);
          $(".filter_value_max", formgroup).val(ui.values[1]);
          $(".filter_value_output", formgroup).text(ui.values[0] + ' - ' 

    + ui.values[1]);
        },
        create: function(event, ui) {
          $(this).slider("values", [range_min, range_max]);
        }
      });
    });

    $(".filter_range_slider.schermo_slider").slider("option", "step", 
0.1);

    $(".filter_precision_slider").each(function(index, element) {
      var formgroup = $(element).closest('.form-group');
      var filter_precision = $(".filter_precision", formgroup).val();
      $(element).slider({
        min: 0.01,
        max: 1,
        disabled: true,
        step: 0.01,
        slide: function(event, ui) {
          $(".filter_precision", formgroup).val(ui.value);
          $(".filter_precision_output", formgroup).text(ui.value);
        },
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        create: function(event, ui) {
          $(this).slider("value", filter_precision);
        }
      });
    });

    $(".ottimismo_slider").each(function(index, element) {
      var formgroup = $(element).closest('.form-group');
      var ottimismo_value = $("input[name=ottimismo]", formgroup).val();
      var ottimismo_values_map = [0.1, 0.5, 1, 2, 10, 15];
      $(element).slider({
        min: 0,
        max: 5,
        step: 1,
        slide: function(event, ui) {
          $("input[name=ottimismo]", 

formgroup).val(ottimismo_values_map[ui.value]);
          $(".ottimismo_output", 

formgroup).text(ottimismo_values_map[ui.value]);
        },
        create: function(event, ui) {
          $(this).slider("value", ottimismo_value);
        }
      });
    });

    $('.filter_activate').click(function(e) {
      enableDisableFields(this);
    });
    
    $('#dialog-troppi-filtri').dialog({autoOpen: false, modal: true});

    $('.ricerca_action').click(function(e) {
      e.preventDefault();
      if ($('.filter_activate:checked').length > 6) {
        $('#dialog-troppi-filtri').dialog('open');
        return false;
      }
      $('#preloader img').show();
      $.post('ajax-search.php',
              $('.search-form').serialize(),
              function(data, textStatus, jqXHR) {
                $('#preloader img').fadeOut(200);
             
                $.each(data.skus, function(index, value) {
                  $('.prodotto[data-sku="' + value + 

            '"]').data('peso', index);
                });
                //Prodotti non consigliati.
                $.each(data.stato, function(index, value) {
                  if (value == true) {
                    $('.prodotto[data-sku="' + index + 
                  '"]').removeClass('scartato');
                  } else {
                    $('.prodotto[data-sku="' + index + 
                  '"]').addClass('scartato');
                  }
                });
                //Impostazione dei tooltip per la visualizzazione dei 

   dettagli di calcolo WOWA.
                $.each(data.data_info, function(index, value) {
                  $('.prodotto[data-sku="' + index + 
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                  '"]').data('calcoli-tooltip-content', value);
                });
                $('#risultati').isotope('updateSortData').isotope();
              }, 'json');
     });

    var $container = $('#risultati').imagesLoaded(function() {
      $container.isotope({
        getSortData: {
          itemSelector: '.prodotto',
          peso: function(itemElem) {
            return $(itemElem).data('peso');
          }
        },
        sortBy: 'peso'
      });
      $($container).isotope('on', 'layoutComplete', function() {
        $('.calcoli-tooltip').each(function(index, element) {
          $(element).qtip({
            content: $
      (element).closest('.prodotto').data('calcoli-tooltip-content'),
            style: {
              widget: true,
              def: false
            }
          });
        });
      });
      $('.calcoli-tooltip').qtip({
        content: 'esegui una ricerca per vedere dati significativi',
        style: {
          widget: true,
          def: false
        }
      });
      $('.caratteristiche-tooltip').each(function(index, element) {
        $(element).qtip({
          content: $

(element).closest('.prodotto').data('caratteristiche-tooltip-content')
,

          style: {
            widget: true,
            def: false
          }
        });
      });
    });

    var current_offset = $('.extra_alfa').offset();
    current_offset.top = $('#risultati').offset().top;
    $('.extra_alfa').offset(current_offset);

    $('.calcoli-tooltip,.caratteristiche-tooltip').click(function(e) {
      e.preventDefault();
    });

    $('#ricerca_completata_dialog').dialog({autoOpen: false, modal: 
true});

    $('.ok').click(function(e) {
      $('#ricerca_completata_dialog').dialog('open');
      e.preventDefault();
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    });

    //Reset del form di ricerca se la pagina viene ricaricata.
    $('.search-form').find('input:radio, 

input:checkbox').not('.filter_importance').removeAttr('checked' )
   .removeAttr('selected');
    $('.filter_activate').each(function(index, element) {
      enableDisableFields(element);
    });
    $('.ottimismo').val($('.ottimismo').data('original-value'));
    $('.ottimismo_value').text($('.ottimismo').val());
  }
})

117



File “dataset.php” (estratto)

<?php

require_once 'prodotto.php';

class dataset {
  public $db;
  
  public function __construct() {
    $this->db = array();

//specifiche tecniche tablet (un solo prodotto).
    
    $prodotto = new prodotto();
    $prodotto->sku = 'galaxytab370';
    $prodotto->nome = 'Galaxy Tab 3 7.0';
    $prodotto->produttore = 'Samsung';
    $prodotto->prezzo = 299.00;
    $prodotto->dimensione_schermo = 7; //pollici
    $prodotto->pixel_per_pollice = 169;
    $prodotto->colore_primario = 'bianco';
    $prodotto->capacita = 8; //GB
    $prodotto->sistema_operativo = 'Android';
    $prodotto->connessione_3g = TRUE;
    $prodotto->peso = 300; //grammi    
    $prodotto->garanzia = 2; //anni
    $prodotto->categoria = 'Tablet';    
    $prodotto->img = '1_galaxy_tab_370.jpg';
    $this->db[$prodotto->sku] = $prodotto;
    
    
  }
  
  private function comparaPrezzo($product_a, $product_b) {
    if ($product_a->prezzo == $product_b->prezzo) {
      return 0;
    }
    if ($product_a->prezzo < $product_b->prezzo) {
      return -1;
    }
    if ($product_a->prezzo > $product_b->prezzo) {
      return 1;
    }
  }
  
  /**
   * Caricamento dei prodotti in ordine decrescente di prezzo.
   * @param type $sort
   * @param type $limit
   * @return type
   */

  public function getByPrezzo($sort = 'ASC', $limit = 0) {
    $db_ordinato = $this->db;
    uasort($db_ordinato, array($this, "comparaPrezzo"));
    if ($sort == 'ASC') {
      if ($limit > 0) {
        return array_slice($db_ordinato, 0, $limit);
      } else {
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        return $db_ordinato;
      }
    } else {
      if ($limit > 0) {
        return array_slice(array_reverse($db_ordinato), 0, $limit);
      } else {
        return array_reverse($db_ordinato);
      }
    }
  }
  
  /**
   * Restituisce il range di valori che un attributo assume nell'archivio
   prodotti.
   * @param string $attributo nome dell'attributo
   * @return array con valore minimo e massimo
   */
  public function getRange($attributo) {
    $min = FALSE;
    $max = FALSE;
    foreach ($this->db as $prodotto) {
      if (isset($prodotto->{$attributo}) && 
is_numeric($prodotto->{$attributo})) {
        if ($min === FALSE || $min > $prodotto->{$attributo}) {
          $min = $prodotto->{$attributo};
        }
        if ($max === FALSE || $max < $prodotto->{$attributo}) {
          $max = $prodotto->{$attributo};
        }
      }
    }
    return array('min' => $min, 'max' => $max);
  }
  
  /**
   * Restituisce tutti i valori assunti dall'attributo nei prodotti
   dell'archivio.
   * Rimuove i dati ridondanti.
   * @param string $attributo nome dell'attributo
   * @return array dei valori dell'attributo
   */
  public function getValues($attributo) {
    $valori = array();
    foreach ($this->db as $prodotto) {
      if (isset($prodotto->{$attributo})) {
        $valori[] = $prodotto->{$attributo};
      }
    }
    $valori = array_unique($valori);
    sort($valori);
    return $valori;
  }
  
  /**
   * Restituisce i valori minimo e massimo che l'attributo assume nei
   prodotti dell'archivio.
   * @param string $attributo nome dell'attributo
   * @return array con il valore minimo e massimo
   */
  public function getEstremiAttributo($attributo) {
    $estremi = array('min' => FALSE, 'max' => FALSE);
    $primo_prodotto = array_shift(array_values($this->db));
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    if (is_numeric($primo_prodotto->{$attributo})) { //testo se e' un  
    attributo numerico.
      foreach($this->db as $prodotto) {
        if ($estremi['min'] === FALSE || $prodotto->{$attributo} < 
$estremi['min']) {
          $estremi['min'] = $prodotto->{$attributo};
        }
        if ($estremi['max'] === FALSE || $prodotto->{$attributo} > 
$estremi['max']) {
          $estremi['max'] = $prodotto->{$attributo};
        }
      }
      return $estremi;
    }
    return FALSE;
  }
  
}
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File “ajax-search.php”

<?php
error_reporting(0);

$filters_post_data = array();
foreach($_POST as $name => $value) {
  if (strpos($name, 'filter_active_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_value_min_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_value_max_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_priority_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_precision_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_value_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_name_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif(strpos($name, 'filter_type_') !== FALSE) {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  } elseif($name == 'ottimismo') {
    $filters_post_data[$name] = $value;
  }
}

require 'lib/recommender.php';
require 'lib/dataset.php';
$catalogo = new dataset();

$recommender = new recommender();
$skus_and_data = $recommender->getRecommendations($filters_post_data, 
$catalogo);
//Costruzione del tooltip per ogni prodotto.
$data_info = array();
$accettati = array();
foreach ($skus_and_data['data_info'] as $sku => $dati) {
  $dato_singolo_prodotto = '<ul>';
  foreach ($dati as $nome => $valore) {
    if (is_array($valore)) {
      foreach ($valore as $membership) {
        $dato_singolo_prodotto .= '<li><strong>' . $membership['nome'] . 

'</strong>: appartenenza ' . $membership['membership'] . '; omega ' . 
$membership['omega'] . '</li>';

      }
    } elseif ($nome == 'accettato') {
      $accettati[$sku] = $valore;
    } else {
      $dato_singolo_prodotto .= '<li><strong>' . $nome . '</strong>: ' . 

$valore . '</li>';
    }
  }
  $data_info[$sku] = $dato_singolo_prodotto . '</ul>';
}

echo json_encode(array('skus' => $skus_and_data['skus'], 'data_info' => 

$data_info, 'stato' => $accettati))
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File “ricerca.php”

<?php
require 'lib/dataset.php';

$catalogo = new dataset();

$db_pagina = $catalogo->getByPrezzo('ASC');
?>
<!DOCTYPE html>
<html lang="en">

  <head>
   
    <title>Recommender System | Tablet</title>

    <link href="css/bootstrap.css" rel="stylesheet">
    <link href="css/custom-theme/jquery-ui-1.10.4.custom.min.css" 
    rel="stylesheet">
    <link href="js/jquery.qtip.custom/jquery.qtip.css" rel="stylesheet">
    <link href="css/shop.css" rel="stylesheet">

  </head>

  <body class="search-page">

    <nav class="navbar navbar-inverse navbar-fixed-top" role="navigation">
      <div class="container">
        <div class="navbar-header">
          <button type="button" class="navbar-toggle" data-toggle="collapse" 

    data-target=".navbar-ex1-collapse">
            <span class="sr-only">Toggle navigation</span>
            <span class="icon-bar"></span>
            <span class="icon-bar"></span>
            <span class="icon-bar"></span>
          </button>
          <a class="navbar-brand" href="./">Catalogo prodotti</a>
        </div>
   
      
      
      </div>

    </nav>

    <div class="container">

      <div class="row">
        <form class="form-horizontal search-form" role="form">
          <div class="col-md-3">
            <p class="lead">Sotto categoria: Tablet</p>
            <div class="list-group">
              <a href="ricerca.php" class="list-group-item">Recommender 
               system</a>
            </div>
            
           

            <div class="extra_alfa">
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              <div>

                <p> I prodotti visualizzati soddisfano le tue preferenze? 
   </p>

                //Il bottone reindirizza alla pagina contenente i 
   prodotti nel dettaglio.

                <button type="submit" class="btn btn-primary ok">OK</button>
                
                <div id="ricerca_completata_dialog" title="Ricerca 

completata">
                  <p>Visualizza i dettagli dei prodotti consigliati</p>
                </div>

              </div>

              <fieldset class="ottimismo">

                <div class="form-group">
                  <input type="hidden" name="ottimismo" value="15" 

data-original-value="15" />
                  <label class="control-label"><center>Altrimenti,</center> 

rendi la ricerca meno selettiva(<em>&alpha;</em>): <span 
class="ottimismo_output">15</span></label>

                  <div>
                    <div class="ottimismo_slider"></div>
                  </div>
                </div>

              </fieldset>
                             
              
            </div>

          </div>

          <div class="col-md-9">

            <div class="row">

              <h1>Definisci le tue preferenze</h1>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Produttore</legend>
                <input type="hidden" name="filter_name_5" value="produttore" 

   disabled="disabled" />
                <input type="hidden" name="filter_type_5" value="<?php echo 

   TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_5" 

class="filter_activate">Comprendi questo attributo nella 
ricerca

                      </label>
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                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <label class="control-label col-sm-3">Produttore</label>
                  <div class="col-sm-9">
                    <?php $valori = $catalogo->getValues('produttore'); ?>
                    <?php foreach ($valori as $valore): ?>
                      <label class="checkbox-inline">
                        <input type="checkbox" value="<?php echo $valore ?>" 

name="filter_value_5[]" class="filter_radio" 
disabled> <?php echo $valore ?>

                      </label>
                    <?php endforeach; ?>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_5" 

  class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_5" 

        class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_5" 

        class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
 Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_5" 

 class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_5" 

 class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <input type="hidden" name="filter_precision_5" value="1" 
       class="filter_precision" disabled="disabled" />

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Prezzo</legend>
                <input type="hidden" name="filter_name_10" value="prezzo" 

   disabled="disabled" />
                <input type="hidden" name="filter_type_10" value="<?php echo 

   TIPI_ATTRIBUTI_CONTINUO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
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                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_10" 

class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <?php $range = $catalogo->getRange('prezzo'); ?>
                  <input type="hidden" name="filter_value_min_10" value="<?

php echo round($range['min']); ?>" 
class="filter_value_min" disabled="disabled" />

                  <input type="hidden" name="filter_value_max_10" value="<?
php echo round($range['max']); ?>" 
class="filter_value_max" disabled="disabled" />

                  <label class="control-label col-sm-3">Prezzo in €: <span 
class="filter_value_output"><?php echo 
round($range['min']); ?> - <?php echo 
round($range['max']); ?></span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_range_slider"></div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" 

  name="filter_priority_10" class="filter_importance" 
        disabled> Molto bassa

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2"name="filter_priority_10" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3"name="filter_priority_10" 

  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" 

   name="filter_priority_10" class="filter_importance" 
        disabled> Alta

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" 

  name="filter_priority_10"
   class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <input type="hidden" name="filter_precision_10" 
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    value="0.90" class="filter_precision" disabled="disabled" 
    />

                  <label class="control-label col-sm-3">Grado di precisione 
    (<em>p</em>): <span 
    class="filter_precision_output">0.90</span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_precision_slider"></div>
                  </div>
                </div>

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Dimensione 
   schermo</legend>

                <input type="hidden" name="filter_name_6" 
   value="dimensione_schermo" disabled="disabled" />

                <input type="hidden" name="filter_type_6" value="<?php echo 
   TIPI_ATTRIBUTI_CONTINUO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_6" 

     class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
            nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <?php $range = $catalogo->getRange('dimensione_schermo'); 

     ?>
                  <input type="hidden" name="filter_value_min_6" value="<?

     php echo round($range['min']); ?>" 
     class="filter_value_min" disabled="disabled" />

                  <input type="hidden" name="filter_value_max_6" value="<?
     php echo round($range['max']); ?>" 
     class="filter_value_max" disabled="disabled" />

                  <label class="control-label col-sm-3">Dimensione schermo 
     in pollici: <span class="filter_value_output"><?php echo 
     round($range['min']); ?> - <?php echo 
     round($range['max']); ?></span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_range_slider schermo_slider"></div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_6" 

         class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
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                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_6" 
 class="filter_importance" disabled> Bassa

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_6" 

        class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_6" 

  class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_6" 

  class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <input type="hidden" name="filter_precision_6" 

     value="0.90" class="filter_precision" disabled="disabled" 
     />

                  <label class="control-label col-sm-3">Grado di precisione 
     (<em>p</em>): <span 
     class="filter_precision_output">0.90</span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_precision_slider"></div>
                  </div>
                </div>

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Pixel per 
     pollice</legend>

                <input type="hidden" name="filter_name_7"  
   value="pixel_per_pollice" disabled="disabled" />

                <input type="hidden" name="filter_type_7" value="<?php echo 
   TIPI_ATTRIBUTI_CONTINUO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_7" 

     class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
     nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <?php $range = $catalogo->getRange('pixel_per_pollice'); ?

     >
                  <input type="hidden" name="filter_value_min_7" value="<?

     php echo round($range['min']); ?>" 
     class="filter_value_min" disabled="disabled" />

                  <input type="hidden" name="filter_value_max_7" value="<?
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     Php echo round($range['max']); ?>"  
     class="filter_value_max" disabled="disabled" />

                  <label class="control-label col-sm-3">Pixel per pollice: 
    <span class="filter_value_output"><?php echo 
    round($range['min']); ?> - <?php echo round($range['max']); 
    ?></span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_range_slider"></div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_7" 

  class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_7" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_7" 

  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_7" 

   class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_7" 

   class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <input type="hidden" name="filter_precision_7" 

     value="0.90" class="filter_precision" disabled="disabled" 
     />

                  <label class="control-label col-sm-3">Grado di precisione 
     (<em>p</em>): <span 
     class="filter_precision_output">0.90</span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_precision_slider"></div>
                  </div>
                </div>

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Colore 
   primario</legend>

                <input type="hidden" name="filter_name_8" 
   value="colore_primario" disabled="disabled" />

                <input type="hidden" name="filter_type_8" value="<?php echo 
   TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO ?>" disabled="disabled" />
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                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_8" 

     class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
     nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <label class="control-label col-sm-3">Colore 

     primario</label>
                  <div class="col-sm-9">
                    <?php $valori = $catalogo->getValues('colore_primario'); 

       ?>
                    <?php foreach ($valori as $valore): ?>
                      <label class="checkbox-inline">
                        <input type="checkbox" value="<?php echo $valore ?>" 

     name="filter_value_8[]" class="filter_radio" 
     disabled> <?php echo $valore ?>

                      </label>
                    <?php endforeach; ?>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_8" 

  class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_8" 

   class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_8" 

  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_8" 

   class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_8" 

         class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <input type="hidden" name="filter_precision_8" value="1" 
   class="filter_precision" disabled="disabled" />

              </fieldset>
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              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Capacità</legend>
                <input type="hidden" name="filter_name_1" value="capacita" 

   disabled="disabled" />
                <input type="hidden" name="filter_type_1" value="<?php echo 

   TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_1" 

     class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
     nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <label class="control-label col-sm-3">Capacità in 

            gigabyte</label>
                  <div class="col-sm-9">
                    <?php $valori = $catalogo->getValues('capacita'); ?>
                    <?php foreach ($valori as $valore): ?>
                      <label class="checkbox-inline">
                        <input type="checkbox" value="<?php echo $valore ?>" 

    name="filter_value_1[]" class="filter_radio" 
                 disabled> <?php echo $valore ?>

                      </label>
                    <?php endforeach; ?>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_1" 

         class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_1" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_1" 

         class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
   Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_1" 

  class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_1" 

         class="filter_importance" disabled> Molto alta
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                    </label>
                  </div>
                </div>

                <input type="hidden" name="filter_precision_1" value="1" 
    class="filter_precision" disabled="disabled" />

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Sistema 
   operativo</legend>

                <input type="hidden" name="filter_name_2" 
   value="sistema_operativo" disabled="disabled" />

                <input type="hidden" name="filter_type_2" value="<?php echo 
   TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_2" 

    class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
    nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <label class="control-label col-sm-3">Sistema 

     operativo</label>
                  <div class="col-sm-9">
                    <?php $valori = 

 $catalogo->getValues('sistema_operativo'); ?>
                    <?php foreach ($valori as $valore): ?>
                      <label class="checkbox-inline">
                        <input type="checkbox" value="<?php echo $valore ?>" 

    name="filter_value_2[]" class="filter_radio" 
    disabled> <?php echo $valore ?>

                      </label>
                    <?php endforeach; ?>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_2" 

         class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_2" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
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                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_2" 
  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_2" 

   class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_2" 

   class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <input type="hidden" name="filter_precision_2" value="1" 
   class="filter_precision" disabled="disabled" />

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Connessione 
   3G</legend>

                <input type="hidden" name="filter_name_3" 
   value="connessione_3g" disabled="disabled" />

                <input type="hidden" name="filter_type_3" value="<?php echo 
   TIPI_ATTRIBUTI_BOOLEANO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_3" 

     class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
     nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group boolean">
                  <label class="control-label col-sm-3">Connessione 

     3G</label>
                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_value_3" 

  class="filter_radio" disabled> SI
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="0" name="filter_value_3" 

  class="filter_radio" disabled> NO
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
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                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_3" 

  class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_3" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_3" 

  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_3" 

  class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_3" 

  class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <input type="hidden" name="filter_precision_3" value="1" 
   disabled="disabled" />

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Peso</legend>
                <input type="hidden" name="filter_name_4" value="peso" 

   disabled="disabled" />
                <input type="hidden" name="filter_type_4" value="<?php echo 

   TIPI_ATTRIBUTI_CONTINUO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_4" 

    class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
    nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <?php $range = $catalogo->getRange('peso'); ?>
                  <input type="hidden" name="filter_value_min_4" value="<?

     php echo round($range['min']); ?>" 
     class="filter_value_min" disabled="disabled" />

                  <input type="hidden" name="filter_value_max_4" value="<?
     php echo round($range['max']); ?>" 
     class="filter_value_max" disabled="disabled" />

                  <label class="control-label col-sm-3">Peso in grammi: 
     <span class="filter_value_output"><?php echo 
     round($range['min']); ?> - <?php echo 

           round($range['max']); ?></span></label>
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                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_range_slider"></div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_4" 

  class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_4" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_4" 

  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_4" 

  class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_4" 

  class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <input type="hidden" name="filter_precision_4" 

     value="0.90" class="filter_precision" disabled="disabled" 
     />

                  <label class="control-label col-sm-3">Grado di precisione 
    (<em>p</em>): <span 
    class="filter_precision_output">0.90</span></label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <div class="filter_precision_slider"></div>
                  </div>
                </div>

              </fieldset>

              <fieldset class="attributo_filtro">

                <legend class="attributo_filtro_legend">Garanzia</legend>
                <input type="hidden" name="filter_name_9" value="garanzia" 

   disabled="disabled" />
                <input type="hidden" name="filter_type_9" value="<?php echo 

   TIPI_ATTRIBUTI_DISCRETO ?>" disabled="disabled" />

                <div class="form-group">
                  <div class="col-sm-offset-3 col-sm-9">
                    <div class="checkbox">
                      <label>
                        <input type="checkbox" name="filter_active_9" 
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     class="filter_activate">Comprendi questo attributo 
     nella ricerca

                      </label>
                    </div>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">
                  <label class="control-label col-sm-3">Anni di 

     garanzia</label>
                  <div class="col-sm-9">
                    <?php $valori = $catalogo->getValues('garanzia'); ?>
                    <?php foreach ($valori as $valore): ?>
                      <label class="checkbox-inline">
                        <input type="checkbox" value="<?php echo $valore ?>" 

     name="filter_value_9[]" class="filter_radio" 
     disabled> <?php echo $valore ?>

                      </label>
                    <?php endforeach; ?>
                  </div>
                </div>

                <div class="form-group">

                  <label class="control-label col-sm-3">Importanza 
     attributo</label>

                  <div class="col-sm-9">
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="1" name="filter_priority_9" 

  class="filter_importance" disabled> Molto bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="2" name="filter_priority_9" 

  class="filter_importance" disabled> Bassa
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="3" name="filter_priority_9" 

  class="filter_importance" checked="checked" disabled> 
  Media

                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="4" name="filter_priority_9" 

  class="filter_importance" disabled> Alta
                    </label>
                    <label class="radio-inline">
                      <input type="radio" value="5" name="filter_priority_9" 

  class="filter_importance" disabled> Molto alta
                    </label>
                  </div>
                </div>

                <input type="hidden" name="filter_precision_9" value="1" 
   class="filter_precision" disabled="disabled" />

              </fieldset>
              
              <div style="text-align: center;">
                <button type="submit" class="btn btn-primary 

   ricerca_action">Visualizza i prodotti consigliati</button>
                <div id="preloader"><img src="img/_loader.GIF" 

   alt="preloader" /></div>
              </div>
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              <div id="dialog-troppi-filtri" title="Avviso">
                <p>&Egrave; possibile selezionare un massimo di 6 

   attributi</p>
              </div>

            </div>

            <br>

            <div class="row" id="risultati">

              <?php $i = 0; ?>
              <?php foreach ($db_pagina as $item): ?>
                <?php $i++; ?>
                <?php $data_caratteristiche_tooltip = "<p 

   style='margin-bottom:0;'>Pixel per pollice: " . 
   $item->pixel_per_pollice . '<br/>'; ?>

                <?php $data_caratteristiche_tooltip .= 'Colore primario: ' . 
   $item->colore_primario . '<br/>'; ?>

                <?php $data_caratteristiche_tooltip .= 'Peso: ' . 
         $item->peso . '<br/>'; ?>

                <?php $data_caratteristiche_tooltip .= 'Garanzia: ' . 
   $item->garanzia . '</p>'; ?>

                <div class="col-sm-4 col-lg-4 col-md-4 prodotto" 
   data-peso="<?php echo $i; ?>" data-sku="<?php echo 
   $item->sku?>" data-calcoli-tooltip-content="" 
   data-caratteristiche-tooltip-content="<?php echo  
   $data_caratteristiche_tooltip ?>">

                  <div class="thumbnail">
                    <img src="img/<?php echo $item->img; ?>" alt="" 

 width="100" height="100">
                    <div class="caption">
                      <h4 class="pull-right">€ <?php echo 

         number_format($item->prezzo, 2, ',', '.'); ?></h4>
                      <h4><a href="#"><?php echo $item->nome; ?></a>
                      </h4>
                      <ul>
                        <li>Produttore: <?php echo $item->produttore; ?

    ></li>
                        <li>Dimensione schermo: <?php echo 

           $item->dimensione_schermo; ?>"</li>
                        <li>Capacità: <?php echo $item->capacita; ?> GB</li>
                        <li>Sistema operativo: <?php echo 

    $item->sistema_operativo; ?> </li>
                        <li>Connettività 3G: <?php echo 

    ($item->connessione_3g) ? 'Sì' : 'No'; ?></li>
                        <li><a href="#" 

    class="caratteristiche-tooltip">...</a></li>
                      </ul>
                    </div>
                    <div class="ratings">
                      <p><a href="#" class="calcoli-tooltip"><span 

  class="glyphicon glyphicon-th-list"></span></a></p>
                    </div>
                  </div>
                </div>

              <?php endforeach; ?>

            </div>
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          </div>
        </form>
      </div>

    </div>

    <!-- JavaScript -->
    <script src="js/jquery-1.10.2.js"></script>
    <script src="js/bootstrap.js"></script>
    <script src="js/jquery-ui-1.10.4.custom.min.js"></script>
    <script src="js/isotope.pkgd.min.js"></script>
    <script src="js/imagesloaded.pkgd.min.js"></script>
    <script src="js/jquery.qtip.custom/jquery.qtip.min.js"></script>
    <script src="js/shop.js"></script>

  </body>

</html>
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